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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Der Begriff Big Data umfasst zu grofse oder zu komplexe Datenmengen, aber auch Daten,
die zu schnell eintreffen, um sie per Hand zu analysieren. Maschinelle Hilfe ist fiir eine
Echtzeitanalyse notwendig.

Eine Moglichkeit besteht in der Zusammenfassung der Daten. Das Ziel dabei ist die Ex-
traktion einer représentativen Teilmenge der Daten, die den Grofsteil der Informationen
beibehéalt, aber viel einfacher zu handhaben ist. Die Reprasentativitat einer Zusammen-
fassung kann mit einer submodularen Funktion berechnet werden, die je nach Zielsetzung
Eigenschaften wie Abdeckung, Vielfalt oder Informationsgehalt beriicksichtigen kann. Die
optimale Zusammenfassung maximiert diese Zielfunktion unter Beschriankung der Kardi-
nalitét.

Submodulare Funktionen sind Funktionen mit einer diminishing returns Eigenschaft und
werden oft als diskretes Analog konvexer Funktionen beschrieben. Sie spielen eine funda-
mentale Rolle in kombinatorischer Optimierung, Wirtschaft, Spieltheorie und vielen wei-
teren Gebieten und wurden erst in den letzten Jahren ausgiebig auf dem Gebiet des Ma-
schinellen Lernens untersucht. Zahlreiche Probleme wie die exemplarbasierende Clusterung
und das aktive Lernen konnen als Optimierung einer submodularen Funktion modelliert
werden.

Besondere Schwierigkeit liegt in der Berechnung der Zusammenfassung in einer Datenstro-
mumgebung, die den Einsatz von Datenstromalgorithmen mit begrenzter Speichernutzung
und Berechnungszeit pro eintreffendem Element erfordert. Ein typische Quelle fiir Daten-
strome sind Sensor- und Netzwerkdaten. Weil die Elemente eines Datenstroms kontinu-
ierlich eintreffen, muss direkt iiber Verwerfung oder Aufnahme in die Zusammenfassung

entschieden werden. Die Submodularitidt der Zielfunktion hilft bei dieser Entscheidung.

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.2 Verwandte Arbeiten

Die systematische Untersuchung von submodularen Funktionen begann 1970 von Edmonds,
der Ahnlichkeiten zwischen Submodularitit und Konvexitit feststellte [I3]. Aufbauend dar-
auf formulierte Lovasz 1983 eine konvexe Relaxation von submodularen Funktionen [39].
Die Verwandtheit mit der Konvexitiat ist algorithmisch ausnutzbar, sodass eine unein-
geschrankte Minimierung von submodularen Funktionen in polynomieller Zeit durch die
Ellipsoid Methode [22] und weitere kombinatorische Methoden [24 46] moglich ist. Uber
die Minimierung mit Einschrankungen ist weniger bekannt. Fiir einige Einschrankungen
existieren polynomielle Algorithmen [20] [48], fiir weitere sind nur Approximationsalgorith-
men bekannt [19] 25].

Intensiver wurden approximative Methoden fiir die submodulare Maximierung untersucht,
weil sie im Allgemeinen N P-schwer ist. Die Untersuchung begann 1978 mit der Arbeit
von Nemhauser et al., in der sie einen einfachen Greedy Algorithmus vorstellten, der fiir
monoton submodulare Funktionen unter Kardinalitdtsbeschrankung eine 1 — é ~ 63%-
Approximation liefert [45]. Feige zeigte 1998, dass dies die bestmdgliche Approximations-
garantie fiir das Problem ist [I4]. Fiir komplexere Einschréankungen folgten Varianten des
Greedy Algorithmus [I6], 30]. Die Maximierung von nicht-monotonen submodularen Funk-
tionen ist schwieriger. Erst 2015 prasentierten Buchbinder et al. eine %—Approximation fiir
die uneingeschrinkte Maximierung [9]. Diese Schranke war bereits als bestmogliche Appro-
ximationsgarantie bekannt [I5]. Fiir viele Einschrénkungen existieren weitere Algorithmen
mit kleineren Approximationsgarantien |33} [7].

Um mit dem exponentiellen Wachstum der generierten Daten mitzuhalten, ist die Entwick-
lung neuer Verfahren notwendig. Zum Einen gibt es Bemiihungen zur Parallelisierung oder
verteilten Verarbeitung der immer grofer werdenden Datenmengen [43] [3]. Diese Verfahren
beschrénken die Speicherkosten an jedem Berechnungsknoten und die Kommunikation zwi-
schen ihnen. Sie erstreben die Zusammenfassung riesiger Datenmengen mit vergleichbaren
Approximationsgarantien zur (unberechenbaren) zentralisierten Berechnung.

Zum Anderen gehoren dazu Ansétze, die eine Echtzeitverarbeitung von Datenstromen
ermoglichen. Zu den Datenstromalgorithmen zahlt der 2014 von Badanidiyuru et al. ver-
offentlichte Sieve Streaming Algorithmus [2]. Durch Verwaltung mehrerer Losungen ga-
rantiert dieser bei konstantem Speicherverbrauch eine % — e-Approximation fiir die mono-
ton submodulare Maximierung unter Kardinalitdtsbeschrankung. Buchbinder et al. zeigen
2015, dass fiir dieses Problem keine bessere Approximationsgarantie als %—Fs mit € > 0 mog-
lich ist [8]. Auch fiir komplexere Einschréankungen |10} 11] wurden Datenstromalgorithmen
entwickelt. Chekuri et al. entwarfen 2015 Datenstromalgorithmen mit neuen Approxima-

tionsgarantien fiir die nicht-monotone submodulare Maximierung [11].
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1.3 Aufbau der Arbeit

In dieser Arbeit wird die Berechnung von Zusammenfassungen auf Datenstromen unter-
sucht. Dieses Problem kann als Maximierung einer monoton submodularen Funktion unter
Kardinalitétsbeschrankung modelliert werden. Dafiir wird der Sieve Streaming Algorith-
mus verwendet, der auf dem aktuellen Forschungsstand mit % — € die hochste Approxima-
tionsgarantie bietet.

Die Arbeit lésst sich folgendermafsen kapitelweise zusammenfassen:

e Kapitel Die bereits erwahnten submodularen Funktionen und wichtige Eigen-
schaften dieser werden formal eingefiihrt. Insbesondere wird ihre Verwandtschaft mit
konvexen Funktion und ihre Rolle im Maschinellen Lernen diskutiert. Aufserdem wird
auf zwei Beispiele fiir Zielfunktionen eingegangen, die in Datenstromumgebungen ge-

nutzt werden konnen.

e Kapitel [3} Nach der Klarung des Begriffs der Approximationsgarantie werden zwei
Approximationsalgorithmen fiir die monoton submodulare Maximierung unter Kar-
dinalitdtsbeschrinkung vorgestellt. Auf den populdren Greedy Algorithmus mit sei-
ner state-of-the-art Implementierung Lazy Greedy folgt der Datenstromalgorithmus
Sieve Streaming. Aufserdem wird auch Reservoir Sampling als Methode fiir eine zufél-
lige Auswahl einer Zusammenfassung genannt, die in dieser Arbeit fiir verschiedene

Zwecke verwendet wird.

o Kapitel Hier wird auf die Implementierung des Sieve Streaming Algorithmus
unter Beriicksichtigung von Laufzeit und Speicher eingegangen. Insbesondere ermog-
licht die Abschétzung der moglichen Zielfunktionswerte eine Verkleinerung des Sie-
bintervalls. Fiir zwei Zielfunktionen werden konkrete Implementierungshinweise zur
Reduzierung des Berechnungsaufwandes gegeben. Aufierdem wird kurz die Paralleli-

sierbarkeit des Algorithmus untersucht.

o Kapitel Es folgt eine Anwendung der vorgestellten Implementierung des Sieve
Streaming Algorithmus auf reale Probleme. Im ersten Experiment wird die Perfor-
manz mit originalem und mit verkleinertem Siebintervall bei der Zusammenfassung
von Sprachaufnahmen verglichen. Das zweite Experiment untersucht die Giite des
Sieve Streaming Algorithmus bei der Erkennung von Anomalien. Durch die Maxi-

mierung der Vielfalt werden hier Teleskopdaten nach Ausreifier durchsucht.

e Kapitel [6} Abschliefiend wird ein Fazit aus der Arbeit gezogen und ein kurzer Aus-
blick gegeben.
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Kapitel 2

Submodulare Funktionen

In diesem Kapitel werden zuerst wichtige Grundbegriffe der submodularen Funktionen de-
finiert und erklért, warum diese Funktionen wichtig sind. Dann werden Eigenschaften und
Zusammenhénge mit der Konvexitit diskutiert und mogliche Anwendungen erldutert. Am
Ende des Kapitel wird auf zwei Beispiele fiir submodulare Funktionen eingegangen, die auf
Datenstromen einsetzt werden kénnen. Umfangreichere Ubersichten iiber die submodulare
Optimierung werden in [I8, 28] gegeben.

Die Submodularitat von Mengenfunktionen hat weitreichende theoretische und praktische
Konsequenzen. Sie macht unlésbare diskrete Optimierungsprobleme einfach lésbar oder
approximierbar. Submodulare Funktionen spielen eine grofe Rolle in kombinatorischer Op-
timierung, Wirtschaft, Spieltheorie und vielen weiteren Gebieten. Auch im Maschinellen
Lernen konnen zahlreiche Probleme wie exemplarbasierende Clusterung oder aktives Ler-
nen als Optimierung einer submodularen Funktion modelliert werden.

Die Datenzusammenfassung sucht eine kleine Teilmenge der Daten, die eine Giitefunktion
maximieren. Dabei wird die Menge aller zulassigen Losungen meistens eingeschréankt. Eine
einfache und héufig benutzte Wahl der Einschréankung (constraint) ist die Kardinalitéts-
beschrankung |S| < k fiir eine natiirliche Zahl k. Sei V' die Grundmenge der Daten und
f:2Y — R eine Mengenfunktion mit f(()) = 0, welche die Giite von Teilmengen S C V
angibt. Dann kann dieses Problem als kombinatorisches Optimierungsproblem formuliert

werden:

max f(.9).

IS|<k

Ohne Annahmen {iber die Funktion f ist dieses Problem N P-schwer. Gute Approximatio-
nen sind moglich, sobald f als eine submodulare Funktion gewdhlt wird. Bessere Approxi-
mationen sind moglich, wenn die Funktion zusétzlich monoton ist. Diese Begriffe werden

jetzt formal definiert.



6 KAPITEL 2. SUBMODULARE FUNKTIONEN

2.1 Grundbegriffe

Submodulare Funktionen sind eine Klasse der diskreten Mengenfunktionen, das sind Funk-
tionen f: 2" — R, die jeder Teilmenge S C V eine Wert zuweisen. Fiir die Definition der
Submodularitdt wird zuerst der Begriff des Ertrags bendtigt. Dabei geht es um den abso-
luten Gewinn im Funktionswert, der durch die Aufnahme eines Elements in eine Menge
entsteht.

2.1.1 Definition ([28], Ertrag). Fiir eine Mengenfunktion f : 2V — R ist der Ertrag
(discrete derivative, marginal gain) eines Elements e € V', dass zu einer Menge S C V
hinzugefiigt wird,

Ay(e]S) = f(SU{e}) = f(5)-

Eine angenehme Eigenschaft ist die Monotonie von Funktionen, die Optimierungsprobleme

erheblich vereinfacht. Diese Eigenschaft ldsst sich auch auf Mengenfunktionen definieren.

2.1.2 Definition (|28], Monotonie). Eine Mengenfunktion f : 2 — R ist monoton,
wenn fiir alle Mengen S C S§' C V gilt:

F(8) < £(5).

Mithilfe des Ertrags lasst sich eine dquivalente Definition formulieren: Die Funktion f ist

genau dann monoton, wenn fiir alle S C V und e € V gilt:
A¢(elS) > 0.

Der Funktionswert monotoner Zielfunktionen kann durch die Aufnahme von Elementen
nicht sinken. Bei monotonen Funktionen ist die Formulierung einer Einschriankung wie der
Kardinalitdtsbeschriankung notwendig, da das Optimierungsproblem sonst trivial ist. Die
Monotonie ist unter Kardinalitdtsbeschrankung bei vielen Anwendungen eine verniinftige
Annahme und ermdoglicht héhere Approximationsgarantien. Mit dem Ertrag kann jetzt die

Submodularitdt definiert werden.

2.1.3 Definition (]28], Submodularitit). Eine Mengenfunktion f : 2" — R ist sub-
modular, wenn fiir alle S C S"CV und e € V' \ & gilt:

Af(elS) > Af(els).
Ist die Funktion f zusétzlich monoton, dann ist die Ungleichung sogar fiir alle e € V erfiillt.

Die Submodularitét charakterisiert also Funktionen, deren Ertrédge nach Hinzufiigen von
neuen Elementen nicht steigen diirfen. Diese Eigenschaft wird héufig mit sinkenden Er-

tragen (diminishing returns) beschrieben. Abbildung illustriert diesen Effekt fiir eine
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— — —
f(S):f(oa):.’S f(S)—f(&x)—
f(Ste) =f(@Rp + @ =4 f(S+e)=f(@Rp +®) =4

Abbildung 2.1: Illustration der submodularen Eigenschaft von Mengenfunktionen [35].

Der Ertrag des blauen Balls ist fiir den linken Behélter grofser als fiir den rechten Behélter.

Funktion, welche die Anzahl der Farben von Béllen in einem Behélter zahlt. Der linke Be-
hélter enthalt die Menge S mit drei verschiedenen Farben. Durch Hinzufiigen des blauen
Balls, steigt die Anzahl der Farben auf vier. Der Ertrag des neuen Elements liegt also bei
eins. Der rechte Behilter enthilt die Obermenge S’ D S mit vier verschiedenen Farben.
Durch Hinzufiigen des blauen Balls zu dieser Menge bleibt die Anzahl der Farben identisch,
der Ertrag liegt bei null. Die Farben zéhlende Funktion ist (monoton) submodular.

Weitere Beispiele fiir submodulare Funktionen tauchen beim facility-location-Problem,
beim set-covering-Problem, sowie als Shannon-Entropie und Transinformation von Zufalls-
variablen auf. Mit diesen Funktionen kann eine grofse Anzahl an realen Problem modelliert

werden.

2.2 Eigenschaften submodular Funktionen

Submodulare Funktionen sind eine Verallgemeinerung modularer Funktionen. Diese er-
fiilllen die submodulare Eigenschaft mit Gleichheit, sodass ein konstanter Ertrag folgt:
A(e|S) = A(elS’) fir e ¢ SUS’. Sie werden als diskretes Analog linearer Funktionen ange-
sehen. Ein Beispiel fiir eine modulare Funktionen ist die Kardinalitat: f(S) = |S|, welche
allen Elementen den Ertrag eins zuweist. Auf der anderen Seite der submodularen Funk-
tion stehen die supermodularen Funktionen. Diese teilen die Eigenschaft von steigenden
Ertragen: A(elS) < A(elS’) fiir S C S’. Thr Vorkommen beschrankt sich hauptséchlich auf
die Spieltheorie. Eine Funktion f ist genau dann submodular, wenn — f supermodular ist.
Wenn sie gleichzeitig sub- und supermodular ist, dann ist sie auch modular.

Die Konstruktion von méchtigen submodularen Funktionen aus modularen und einfachen
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submodularen Funktionen wird durch die Abgeschlossenheit der Submodularitdt unter vie-

len Operationen ermdglicht. Einige der Operationen werden im Folgenden genannt:
e Nicht-negative Linearkombination: ), a; f;(.S) fiir a; > 0
e Komplement: f(V '\ S)
e Trunkierung: min{ f(5),a}

Andersherum lassen sich submodulare Funktionen oft in einfachere Bestandteile zerlegen,
die wieder submodular sind. Diese Methode kann zum Beispiel bei der Approximation von

submodularen Funktionen helfen.

2.3 Submodulare Funktionen im Maschinellen Lernen

Submodulare Funktionen werden oft mit konvexen Funktionen assoziiert. Die Lovasz-
Erweiterung [39] formalisiert die Verwandtschaft zwischen der Submodularitdt und der
Konvexitat, indem sie submodulare Funktionen auf konvexe, stiickweise lineare Funktio-
nen erweitert. Weitere Gemeinsamkeiten zeigte Fujishige durch die Giiltigkeit konvexer
Dualitétstheoreme fiir submodulare Funktionen [I7, [I§]. Diese Erkenntnisse rechtfertigen
die Betrachtung der Submodularitit als diskretes Analog der Konvexitét.

WEeil viele Optimierungsprobleme im Maschinellen Lernen konvex sind, haben konvexe
Funktionen hier eine enorme Anwendbarkeit. Die Rolle der submodularen Funktionen im
Maschinellen Lernen ist bisher wesentlich unklarer, obwohl dort unzéhlige kombinatori-
sche Probleme auftreten. Bei der Clusterung [44] und der Zusammenfassung von Doku-
menten [36] und Bildern [56] sind Repréisentanten der Daten von Interesse. Bei der Merk-
malsselektion [38] und beim aktiven Lernen [60] werden Teilmenge unter Maximierung des
Informationsgehalts gesucht. Die Platzierung von Sensoren [32] erfordert die Suche nach
geeigneten Positionen. Die Bildsegmentierung [5] beschéftigt sich mit der Suche nach Vor-
dergriinden in Bildern. Die Auswahl einer Teilmenge kann in jedem dieser Probleme als
submodulares Optimierungsproblem modelliert werden. Dabei kénnen Eigenschaften wie
Abdeckung, Diversitat oder Informationsgehalt beriicksichtigt werden. Fiir diese heraus-
fordernden Probleme des Maschinellen Lernens hat die Untersuchung von submodulare

Funktionen ein hohes Potenzial.

2.4 Zielfunktionen fiir Datenstrome

Essenziell fiir die Qualitéat der berechneten Zusammenfassung ist die Wahl der Zielfunktion.
In Datenstromumgebungen ist die Auswahl deutlich eingeschréankt, weil sie unabhéngig von
der Grundmenge V' der Daten auswertbar sein muss. Badanidiyuru et al. [2] schlagen dafiir

zwel Zielfunktion vor.
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2.4.1 Clusterungsbasierend

Fiir eine Zusammenfassung mit hoher Abdeckung eignen sich die Clusterzentren einer
exemplarbasierenden Clusterung. Das K-Medoid-Problem [26] erstrebt eine Selektion S aus
k Elementen, sodass der Abstand zwischen den Daten und den néchstgelegenen selektierten

Elementen minimal ist. Dieses Ziel wird durch die Minimierung der Verlustfunktion
L($) = 7 3 mind(e,v)
= — min d(e, v
’V‘ vES ’
ecV

beabsichtigt. Die Distanz zwischen zwei Elementen wird durch einen beliebige nicht-negative
Distanzfunktion d angegeben. Aus der Verlustfunktion und einem Vergleichselement eg

kann die Zielfunktion
f(8) = L({eo}) — L(S U {eo})

konstruiert werden, deren Maximierung dquivalent zur Minimierung der Verlustfunktion L
ist. Sie ist aukerdem monoton submodular [29)].

In dieser Form ist die Zielfunktion abhéngig von der Grundmenge V' der Daten. Fiir eine
exakte Auswertung ist der Zugriff auf den gesamten Datensatz notwendig. Fiir eine ap-
proximative Auswertung hilft die additive Zerlegbarkeit von f in submodulare Funktionen

fe(S), die unabhéngig von V' sind:

f(9) = ({eo})— L(S U {eo})

\V! Z min d(e,v) W Zvegﬂ?eo}d e,v)

ve{eo}
v >

e, ep) min d(e, v)) .
v ( vESU{eQ}

=:fe(5)

Eine Approximation der Funktion f ist moglich, indem die Auswertung auf ein Reservoir

W C V beschrankt wird:

eEW

Bei zufalliger Auswahl des Reservoirs kann eine Garantie fiir die Giite der Approximation
in Abhéngigkeit von der Grofe des Reservoirs angegeben werden [2].

Fiir das Sammeln des Reservoir W ist allerdings ein zusétzlicher Lauf iiber die Daten not-
wendig, deshalb ist auch die Approximation nicht in Datenstromumgebungen einsetzbar,
in denen Elemente kontinuierlich ankommen. Dafiir kann eine heuristische Variante mit
einem einzelnen Lauf iiber die Daten verwendet werden [2]. Diese nutzt die ersten |W]|
Elemente des Datenstroms als Reservoir. Wéahrend der Berechnung der Zusammenfassung
wird das Reservoir kontinuierlich aktualisiert. In Kapitel [3| wird diese Aktualisierung als

Reservoir Sampling eingefiihrt.
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2.4.2 Entropiebasierend

Eine weitere Zielfunktion maximiert die Vielfalt der Zusammenfassung, indem die Aufnah-
me von dhnlichen Elementen vermieden wird. Die Ahnlichkeit zwischen zwei Elementen
wird dabei durch eine sogenannte Kernfunktion bestimmt. Eine vereinfachte Aussage von

Mercer’s Theorem [40] definiert die Klasse der positiv definiten Kernfunktionen.

2.4.1 Definition (Positiv definite Kernfunktioxﬂ). Fiir eine nicht-leere Menge X ist
die Funktion K : X x X — R eine positiv definite Kernfunktion, wenn sie symmetrisch ist,
das heift K(z,y) = K(y,x), und wenn fir beliebige Mengen {z1,...,2,} € X" und alle
neNc,...,c, € R gilt:

ZZCiCjIC(xi,a?j) 2 0.
i

Eine dquivalente Definition lautet: Die Kernfunktion K ist positiv definit, wenn ihre Kern-

matrix

K(xi,21) -+ K(z1,zk)

Yg = : - :
K(zg,z1) - Kz, zx)

iiber beliebige Mengen S = {x1,...,x,} € X™ positiv semi-definit ist.

Die Kernmatrix iiber einer Menge gibt also die paarweisen Ahnlichkeiten ihrer Elemente
an. Wenn die Kernmatrix positiv semi-definit ist, folgen vorteilhafte Eigenschaften. Zum
Beispiel ist dann ihre Determinante nicht-negativ. Diese Eigenschaft kann fiir die Mono-
tonie der Zielfunktion ausgenutzt werden. Die Klasse der positiv semi-definiten Matrizen
und eine weitere Klasse, die positiv definiten Matrizen, tauchen in vielen Anwendungen

auf und werden jetzt definiert:

2.4.2 Definition (Positiv (semi-)definite Matrix). Eine symmetrische, reelle n x n
Matrix A ist positiv semi-definit, wenn xTAx > 0, und positiv definit, wenn 2T Ax > 0 fir
alle Vektoren x # 0 der Lénge n gilt.

Die positiv definiten Matrizen sind eine Unterklasse der positiv semi-definiten Matrizen.
Beide Klassen sind unter Addition abgeschlossen. Das folgende Korollar erméglicht die

Konstruktion einer positiv definiten Matrix aus einer positiv semi-definiten Matrix.

2.4.3 Korollar. Fiir eine positiv definite n x n Matrix A und eine positiv semi-definite
n X n Matriz B ist die Matric A + B positiv definit.

! Analog zu Matrizen wird gelegentlich zwischen positiv definiten und positiv semi-definiten Kernfunktio-

nen unterschieden. Bei einer Unterscheidung wéren hier die positiv semi-definiten Kernfunktionen gemeint.
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Beweis. Seien x # 0 ein beliebiger Vektor der Lange n. Dann gilt:

2T (A+ B)x =2TAx+2"Bx > 0. O
—— =
>0 >0

Die Informative Vector Machine (IVM) [23] ist verwandt mit der submodularen Maximie-
rung. Sie erstrebt die Auswahl einer méglichst vielfaltigen Teilmenge der Daten. Basierend

auf der Entropie schlagen die Autoren dafiir die Maximierung der Funktion
1
f(s) = 5 log det(Z + 0~ 2%g)

vor. Dabei bezeichnet Z die k x k Einheitsmatrix und Xg die Kernmatrix einer posi-
tiv definiten Kernfunktion tiber der Menge S. In [52] wird die monotone Submodularitét
der Funktion bewiesen. Die berechnete Zusammenfassung ist durch die Wahl der Kern-
funktion steuerbar, dadurch ist die Anpassung an verschiedene Zielsetzungen moglich.
Tabelle enthélt Beispiele fiir positiv definite Kernfunktionen. Die einfachste Kern-
funktion ist die Lineare Kernfunktion, welche die Ahnlichkeit von zwei Elementen als
Skalarprodukt angibt. Sie ist ein Spezialfall der Polynomiellen Kernfunktion, welche das
Skalarprodukt zusétzlich potenziert. Ublicher in der Datenzusammenfassung ist die Ver-
wendung von stationdren Kernfunktionen (Abbildung . Sie sind translationsinvariant:
K(z,y) = K(z+a,y+a) = K(x—y,0), also nur abhéngig von der Differenz der Elemente.
Die Laplace-, Exponentielle und Gaufs-Kernfunktion unterscheiden sich durch die Verwen-
dung verschiedener Normen. Durch die endliche Maschinengenauigkeit hat der Parameter
h dabei einen problematisch hohen Einfluss und muss sorgfiltig angepasst werden. Hierfiir
kann Kenntnis iiber die Daten helfen.

Um komplexere Kernfunktionen zu erzeugen, kénnen verschiedene Kernfunktionen mitein-
ander addiert oder multipliziert werden. Die Resultate sind wieder positiv definit, wenn die
verwendeten Kernfunktionen positiv definit sind [12]. Das folgende Korollar erlaubt dabei

auch die Multiplikation mit nicht-negatives Skalaren.

Kernel K(x,y) p.d. stationér
Polynomiell (xTy) d v

Laplace exp (— %) v v
Exponentiell exp (— %) v v
Gaufs exp (_ ||x2_h92\|§) v v

Tabelle 2.1: Positiv definite (p.d.) Kernfunktionen. ||z||, = ¢/, |2[P bezeichnet die
L,-Norm des Vektors z.
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Abbildung 2.2: Nicht-stationdre Kernfunktion mit z,y € R: (a) Linear. Stationére

Kernfunktionen mit x,y € R2: (b) Laplace, (c) Exponentiell und (d) Gauk.

2.4.4 Korollar. Die Kernfunktion K'(z,y) = a - K(z,y) ist positiv definit, wenn K(x,y)
positiv definit ist und a > 0.

Beweis. Sei K: X x X — R, {z1,...,z,} € X" beliebig und n € N,¢1,...,¢p,a € R mit
a > 0. Dann gilt:

n n n n
Z CiCj’C/(Ii,l‘j) = Z Cicj(a : ,C(l'z,xj))
i [
= a Z ciciK(x;,x5) > 0. O
\ /' \ ! J s

>0 >0



Kapitel 3
Algorithmen

In Kapitel 2] wurde die Berechnung von Zusammenfassungen unter Kardinalitdtsbeschran-
kung als Optimierungsproblem

l{g}lgf(s)

fiir eine Zielfunktion f formuliert. Auch wenn die Funktion f submodular ist, bleibt das
Problem im Allgemeinen N P-schwer und eine exakte Losung ist (wahrscheinlich) nicht
effizient berechenbar. Allerdings kann die Submodularitdt ausgenutzt werden, um approxi-
mative Losungen zu berechnen. In diesem Kapitel werden zwei Approximationsalgorithmen
fiir die Maximierung monoton submodularer Funktionen vorgestellt. Neben dem Berech-
nungsaufwand und dem Speicherbedarf werden sie auch durch ihre Approximationsgarantie
o mit

f(L) z - f(L7)

charakterisiert. Dabei bezeichnet L die berechnete Losung und L* die (unberechenbare)
exakte Losung. Ein Algorithmus mit Approximationsgarantie 1 berechnet immer eine ex-
akte Losung, wihrend ein Algorithmus mit Approximationsgarantie 0 beliebig schlechte
Losungen liefern kann.

Der Greedy Algorithmus berechnet durch k& Laufe {iber die Daten eine Losung mit Approxi-
mationsgarantie 1 —% ~ 0.63. Der Sieve Streaming Algorithmus wurde fiir die Verwendung
auf Datenstromen entwickelt und bietet auf dem aktuellen Forschungsstand die héchste Ap-
proximationsgarantie fiir das Problem in einer Datenstromumgebung. In einem einzelnen
Lauf iiber die Daten berechnet er bei konstantem Speicherbedarf eine %— e-Approximation.
Die Funktionsweise dieser Algorithmen — und wie sie die Submodularitit ausnutzen — wird

jetzt genauer untersucht.

13
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3.1 Greedy Algorithmus

Algorithmus 3.1 Greedy Algorithmus [45]

FEingabe: Daten iiber der Grundmenge V und Grofse der Zusammenfassung k

Ausgabe: Zusammenfassung S

1S+ 0
2: for i < 1 to k do
3: S« SU{argmax,cy Ar(e|S)}

4: return S

Der Greedy Algorithmus (Algorithmus wurde 1978 von Nemhauser et al. veroffent-
licht [45]. Er berechnet eine Zusammenfassung durch ein einfaches, gieriges Vorgehen. An-
gefangen mit der leeren Zusammenfassung werden die Daten k& mal durchlaufen. Nach
jedem Lauf wird das Element mit dem grofsten Ertrag zur Zusammenfassung hinzugefiigt.
Der Ertrag eines Elements ist der absolute Anstieg im Funktionswert, wenn es zur Zusam-
menfassung hinzugefiigt wird: Af(elS) = f(SU{e}) — f(5). Nach dem k-ten Lauf besteht
die Zusammenfassung aus k£ Elementen und wird zuriickgegeben.

Bei O(kn) Zielfunktionsaufrufen fiir n Datenpunkte und O(k) Speicherbedarf fiir die Zu-
sammenfassung betragt die Approximationsgarantie des Greedy Algorithmus trotz des sim-
plen Vorgehens 1 — % ~ 0.63. Feige zeigte 1998, dass (sofern P # N P) kein polynomieller
Algorithmus mit einer hoheren Approximationsgarantie fiir das Problem existiert [14].
Eine verbesserte Implementierung verdffentlichte Minoux 1978 als Lazy Greedy [41]. In
dieser wird nicht in jedem Lauf tiber den gesamten Datensatz iteriert, sondern nur iiber
notwendige Elemente. Wegen Submodularitdt ist der Ertrag eines Elements eine obere
Schranke fiir den Ertrag des Elements in den nachfolgenden Iterationen. Die oberen Schran-
ken der Elemente werden in einer absteigend sortierten Liste verwaltet. Durch Berechnung
des Ertrags wird der Kopf der Liste solange aktualisiert, bis er das grofite Element in der
Liste bleibt. Dann ist garantiert, dass dies der grofste Ertrag aller Elemente ist. Durch die
Berechnung der Ertrdge nach Bedarf sind in der Praxis Einsparungen im Berechnungs-
aufwand um mehrere Groéfseneinheiten moglich, sodass Lazy Greedy als state-of-the-art
Implementierung des Greedy Algorithmus benutzt wird [42].

Der Greedy Algorithmus wurde in vielen realen Anwendungen eingesetzt, wie die Platzie-
rung von Sensoren [31] und die Zusammenfassung von Dokumenten [37] und Bildern [56].
In diesen Fillen berechnete er eine nahezu optimale Losung, die weit besser war, also die
durch die Approximationsgarantie vorgegebene worst-case Losung. Filir komplexere Ein-
schrankungen existieren verschiedene Varianten des Algorithmus [16], 30].

Da k Léufe iiber die Daten notwendig sind, kann der Greedy Algorithmus nicht in einer

Datenstromumgebung eingesetzt oder an diese angepasst werden.
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3.2 Sieve Streaming

Algorithmus 3.2 Sieve Streaming [2]

FEingabe: Datenstrom eg, eo, ... und Groéfse der Zusammenfassung k
Ausgabe: Zusammenfassung S,

1 O+ {(1+e)iieZ}

2: for all v € O do

3: Sy < 0 (verwalte notwendige Mengen nach Bedarf)

4 m<+0

5. for i < 1 ton do

6 m < max(m, f({e;}))

7. O {(1+em<(1+e<2-k-m}

8 Entferne alle S, mit v ¢ O;

9: for all v € O; do

10: if Ag(eilSy) > 25 and |S,| < k then
11: Sy« Sy U{ei}

12: return arg max,o, f(Sy)

Sieve Streaming (Algorithmus wurde 2014 von Badanidiyuru et al. als Datenstromal-
gorithmus fir die monoton submodulare Maximierung unter Kardinalitdtsbeschrankung
veroffentlicht [2]. Basierend auf parallelem Thresholding berechnet der Algorithmus eine
Zusammenfassung in einem einzelnen Lauf {iber die Daten. Der Schwellenwert (threshold)
eines Siebes gibt den notwendigen Ertrag eines Elements an, damit es zur Zusammenfas-
sung hinzugefiigt wird. Weil der optimale Schwellenwert nicht bekannt ist, werden mehrere
Siebe mit unterschiedlichen Schwellenwerten und Zusammenfassungen verwaltet.

Fiir die Abschétzung des optimalen Schwellenwertes hilft der Zielfunktionswert der optima-
len Losung. Dafiir ist wiederum der maximale Funktionswert einzelner Elemente hilfreich.
Zur Bestimmung dieses Wertes wird eine Variable m verwaltet, die in jeder Iteration ak-
tualisiert wird. Wegen der Submodularitét der Zielfunktion f gilt dann fiir die optimale

Zusammenfassung L* bisheriger Elemente:
m< f(L*)<k-m.

Wenn m aktualisiert wird, werden auch die Siebwerte (values) O; auf das neue Intervall
des Optimums angepasst. Fiir neue Siebwerte im Intervall werden Siebe generiert, wahrend
Siebe mit Siebwerten aufserhalb des Intervalls entfernt werden. Wenn der Parameter € klein
genug gewahlt wird, liegt mindestens einer der Siebwerte nahe am tatséchlichen Optimum.
Daraufhin wird das aktuelle Element in die Zusammenfassung aller Siebe aufgenommen,
deren Schwellenwert der Ertrag des Elements tiberschreitet. Fiir die Erfiilllung der Kar-

dinalitdtsbeschriankung werden volle Siebe nicht mehr beriicksichtigt. Der Schwellenwert
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v/2—f(Sy

eines Siebes wird durch === ) berechnet. Badanidiyuru et al. [2] zeigen anhand eines

Beispiels mit schiefen Daten, dass die Schwellenwerte zu hoch sind, wenn die Siebwerte
nicht halbiert werden. Durch die Division der noch fehlenden Giite fiir den halbierten Sieb-

wert v durch die Anzahl der freien Pliatze im Sieb, erreicht das Sieb nach Aufnahme von

k Elementen mindestens die Giite 5. Damit sind die Zusammenfassungen voller Siebe %—

Approximationen ihrer Siebwerte v. Die Halbierung der Siebwerte ist der Grund fiir die

Erweiterung des Siebintervalls bis 2km in Zeile [7} Bei der Anlegung des Siebes mit dem

Siebwert 2km besitzt es den Schwellenwert %7]?/ 2 _ i und nimmt damit als letztes Sieb

das grofite bisher gelesene Element mit dem Funktionswert m auf. Auf Anfrage oder nach
dem Lesen einer endlichen Datenmenge der Grofie n wird die Zusammenfassung mit dem
héchsten Zielfunktionswert zuriickgegeben.

Die Approximationsgarantie des Sieve Streaming Algorithmus héngt von der Anzahl der
Siebe ab, die durch die Wahl des Parameters € bestimmt wird. Mit einem Speicherbe-
darf von O (klofg(k)) und O (@) Funktionsaufrufen pro Iteration betrdgt die Appro-
ximationsgarantie % — €. Der Algorithmus erreicht damit fast die 2015 von Buchbinder
et al. aufgestellte obere Schranke % + ¢ mit € > 0 fir die Approximationsgarantie von
Datenstromalgorithmen, die monoton oder nicht-monoton submodulare Funktionen unter
Kardinalitdtsbeschrankung maximieren.

Auch dieser Algorithmus erreicht meistens bessere Approximationen als vorgegeben. In den
Experimenten von Badanidiyuru et al. [2] und in Kapitel [5| erzielt er &hnliche Zielfunkti-
onswerte wie der Greedy Algorithmus.

Bei der Berechnung der besten Zusammenfassung sind in der Regel nicht alle Siebe voll.
Die nicht-vollen Siebe kénnen durch die Aufnahme von zufilligen Elementen verbessert
werden. Ohne Erhohung des Berechnungsaufwandes kénnen zuféllige Elemente durch Re-
servoir Sampling (Algorithmus beildufig eingesammelt werden. Das Reservoir enthélt

zu jedem Zeitpunkt alle bisher gelesenen Elemente mit gleicher Wahrscheinlichkeit.

Algorithmus 3.3 Reservoir Sampling [59]

FEingabe: Datenstrom eg, eo, ... und Groéfse der Zusammenfassung k
Ausgabe: Zusammenfassung S

1: S < neue Liste

2: for i < 1 to k do

3: S[Z] — €

4: for i< k+1ton do

5 j  Zufallszahl zwischen 1 und i

6: if j <k then

7 Slj] < e

8: return S




Kapitel 4
Implementierung

In Kapitel [3| wurde der Sieve Streaming Algorithmus als effizientes Verfahren zur Berech-
nung von Zusammenfassungen auf Datenstromen vorgestellt. Dieser wird fiir die Experi-
mente in Kapitel [5| eingesetzt. Weil Badanidiyuru et al. [2] keine Implementierungsdetails
angeben, wird der Fokus in diesem Kapitel auf konkrete Implementierungsmoglichkeiten
gerichtet. Mafgeblich fiir den Berechnungsaufwand des Algorithmus ist die Anzahl der Sie-
be und der Aufwand pro Zielfunktionsauswertung. Besonders an diesen Stellen kann die
Laufzeit durch geschickte Implementierung um mehrere Gréfenordnungen reduziert wer-
den.

Eine vollstdndige Implementierung des Sieve Streaming Algorithmus in der Programmier-
sprache Java ist unter www.bitbucket.org/maik-schmidt/sieve-streaming frei verfiig-

bar.

4.1 Anzahl der Siebe

Fiir die Anzahl der Funktionsaufrufe ist hauptséchlich die Anzahl der gleichzeitig verwal-
teten Siebe verantwortlich. Der Sieve Streaming Algorithmus verwaltet in jedem Schlei-
fendurchlauf Siebe im Intervall [m,2km], dabei bezeichnet m das grofte bisher gelesene
Element und £ die geforderte Maximalgrofse einer Zusammenfassung und damit auch die
maximale Anzahl an Elementen in einem Sieb.

Fiir die Anzahl der gleichzeitig verwalteten Siebe gilt fiir beliebige monoton submodulare

Zielfunktionen:

Siebe| = [{(1+ €)'|m < (1+ €)' < 2km, i € Z}|
{log( m) log(m J

log(1+¢) log(1

] co )

17
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Abbildung 4.1: Anzahl der gleichzeitig verwalteten Siebe des Sieve Streaming Algorith-
mus mit originalem Siebintervall [m, 2km]. Der Parameter k gibt die geforderte Grofe

der Zusammenfassung an, e steuert die Approximationsgarantie des Algorithmus.

Die Anzahl der Siebe (Abbildung ist stark vom Parameter € abhéngig, der die Ap-
proximationsgarantie des Algorithmus steuert. Es konnen leicht mehrere hundert Siebe

generiert werden.

4.1.1 Reduktion der Anzahl der Siebe

Die Anzahl der Zielfunktionsaufrufe soll durch Vermeidung von iiberfliissigen Sieben re-
duziert werden. Die Intervallgrenzen m und 2km der Siebe wurden in Kapitel [3] auf die
Schranken m und km des maximalen Funktionswerts beliebiger monoton submodularer
Funktionen zuriickgefiihrt. Bei Verwendung der Zielfunktion f(S) = $logdet(Z + o~ 2%g)
ist das Intervall [m,2km] grofer als notwendig und kann verkleinert werden. Gesucht ist
das Intervall aller méglichen Funktionswerte k-elementiger Mengen.

Durch Betrachtung des charakteristischen Polynoms der Matrix ¢~ 2Yg kann eine untere
Schranke der Funktionswerte gefunden werden. Das charakteristische Polynom [6] einer

k x k Matrix A ist definiert als

Ca(z) =det(zZ — A) = (x — M) (z — X)) -+ (x — Ag) . (4.1)
Dabei sind Aq,...,\x die Eigenwerte der Matrix A. Durch Ausmultiplizieren erhélt man
die charakteristischen Koeffizienten cq, c1,...,c; von A:

Ca(x) =" — 2" T (A + do+ -+ X0) +25 2 Ao+ ) =+ (=DF (Ada - M)
—_——— —_— ——

c1 Cc2 Ck

= b — 2Pl 4 a2 — 4 (D),

k
= (-1t (4.2)
=0
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Mithilfe des charakteristischen Polynoms kann die Determinante

det(Z + oY) (=1)F det(-Z — 072%)

in der Zielfunktion als Summe der charakteristischen Koeffizienten von ¢~2% berechnet
werden. Sei KC die positiv definite Kernfunktion der Kernmatrix ¥g auf einer Menge S =
{e1,...,ex}. Dann ist die Kernfunktion o ~2/C wegen Korollar fiir o > 0 positiv definit
und ihre Kernmatrix
o 2K(e1,e1) -+ o 2K(e1,ex)
=023 S

072’C(€k, 61) ce UﬁQIC(ekv ek)

wegen Definition positiv semi-definit. Die Eigenwerte A1, ...\ der Matrix o ~2¥ sind
also nicht-negativ, deshalb miissen auch alle charakteristischen Koeflizienten cg,cq,...,cg
als Summen iiber Produkte von Eigenwerten [6] nicht-negativ sein. Fiir die besonderen

Koeffizienten ¢y und ¢; gelten:

Cco = 1
k
= Z \; = spur(o2%).
=0

Fiir alle in Kapitel [2| vorgestellten stationdren Kernfunktionen kann die Spur der Matrix
072Y wegen K(z,x) = 1 direkt als ko2 angegeben werden. Dies gilt auch fiir die in
Anhang [A] beschriebene Normierung beliebiger positiv definiter Kernfunktionen. Damit

kann die Determinante nach unten eingeschrankt werden durch
k
det(Z + 0722) = Zci >co4c=1+ko?
i=0

und 3 log(1+ko~?2) ist eine untere Schranke fiir die Funktionswerte von 3 log det(1+02X).

Ein Beispiel fiir eine k x k Kernmatrix mit minimalem Funktionswert ist die Einsmatrix

1 .- 1
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log(1 + ko™ 2).

T
Seien ¢ = ((72 e 02> und r = (1 e 1), sodass cr = 07 2%g, ., dann lisst sich der
Zielfunktionswert mit Sylvesters Determinantentheorem (1) angeben als
1 -2
f(Smin) = 5 logdet(T + 07255,
1
=35 log det(Z + cr)
1
@ 3 log(1 + rc)
1
2

Damit ist %log(l + ko~2) der minimale Zielfunktionswert k-elementiger Mengen.
Eine obere Schranke k - m folgt aus der Submodularitét der Zielfunktion. Ein Beispiel fiir

eine k x k Kernmatrix mit maximalem Funktionswert ist die Einheitsmatrix

10
0 1

Esmaz = = I
00 1

Der Zielfunktionswert dieser Matrix lautet
1
f(Smaz) = 5 log det(Z + 07 27)
1
=3 logdet((1 4+ 072) - T)

:%bgu+aﬂﬁ-@u@)

= glog(l +072).

Betrachtet man den maximalen Funktionswert m fiir einelementige Mengen, dann f&llt auf,
dass dieser wegen K(x,z) = 1 unabhéngig von den Daten konstant ist und sogar durch
alle Elemente erreicht wird:

m = max £(S) = ~ log(1+ 0~2). (4.3)

|S|=1 2

Damit gilt: f(Spaz) = k-m. Weil Beispiele fiir die untere und die obere Schranke gefunden
wurden, ist das Intervall [% log(1 + ka=2), km] das kleinste Intervall, das alle Funktions-
werte k-elementiger Mengen enthélt.
Aus folgt, dass die Siebe nicht mehr dynamisch verwaltet werden miissen, stattdessen
konnen sie bei der Initialisierung einmalig angelegt werden. Aufserdem ist dadurch auch
keine Erweiterung des Siebintervalls bis 2km mehr notwendig. Das Siebintervall kann so-

gar noch weiter auf das Intervall [log(l + ko2), km] reduziert werden. Weil die Siebwerte
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fiir die Berechnung der Schwellenwertes halbiert werden, nehmen alle Siebe mit einem
kleinerem Wert wahllos Elemente aus dem Datenstrom auf und erzeugen identische Zu-
sammenfassungen, die aus den ersten k Elementen bestehen. Das letzte Sieb, das wahllos
Elemente aufnimmt, ist das Sieb mit dem Siebwert log(1 + ko ~2).

Mit dem neuen Intervall [log(l + ko~2), km] gilt fiir die Anzahl der gleichzeitig verwalteten
Siebe:

|Siebe*| = [{(1 + €)' log(1 + ko~2) < (1 + €)' < km,i € Z}|

B rog(km) — loglog(1 + k:J_Q)J
N log(1 +¢€) '

300 : : 300 :
—e=0.02 — k=100
—e=0.1 . — k= 20
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Abbildung 4.2: Reduktion der Anzahl der Siebe fiir ¢ = 1. Die Siebanzahl mit origina-
lem Intervall von m bis 2km ist gestrichelt dargestellt. Abbildungen (a) und (b) zeigen
die Anzahl der Siebe mit minimalem Intervall von log(1 + k) bis km. Abbildungen (c)
und (d) zeigen die Anzahl der Siebe mit grofziigigem Intervall von log(1 + k) bis 2km.
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Die Anzahl der Siebe mit verkleinertem Intervall (Abbildung wird dadurch fiir o =1
und k£ = 20 auf 22 % und fiir £ = 100 auf 38 % der Siebanzahl mit originalem Intervall
reduziert. Frappierend ist, dass fiir £ < 5 unabhangig von den Daten und anderen Para-
metern nur ein einzelnes Sieb generiert wird. Das liegt daran, dass beliebige k-elementige
Mengen eine %—Approximation der besten Zusammenfassung darstellen. Weil das keine zu-
friedenstellende Losung liefern kann, ist eine Erweiterung des Intervalls wie beim originalen
Siebintervall bis 2km ratsam. Dadurch ist das Erreichen hoherer Zielfunktionswerte mog-
lich, die Approximationsgarantie bleibt allerdings bei %—e. Die Anzahl der Siebe wird dann
auf 41 % fir k = 20 und 51 % fiir ¥ = 100 reduziert. Die berechneten Zusammenfassungen

mit diesem grofziigigen und mit dem originalen Siebintervall sind immer identisch.

4.2 Aufwand eines Zielfunktionsaufrufs

4.2.1 Clusterungsbasierend

Die Auswertung der clusterungsbasierenden Zielfunktion wurde in Kapitel 2] mithilfe eines

Reservoirs W C V der Grundmenge fiir eine Zusammenfassung S approximiert:

Fw($) = G 2 £(5)

ecW

_|W1|Z

ecW

(dteco)~ min_ de)

veSU{eop}
LS (e eq) — — in _de,)
= — e,e9) — —— min e,v).
W oW 144 S vesu{eo}

Weil der Term ﬁ Y cew d(e, eg) konstant ist, miissen dafiir lediglich die Abstinde aller
Reservoirpunkte zu den néchstgelegenen Elementen der Zusammenfassung berechnet wer-
den. Der Berechnungsaufwand von O(|S| - |W|) kann durch das Merken der minimalen
Abstinde min,egye,} d(€,v) in der nichsten Iteration erheblich verringert werden, denn

es gilt:

d(e,v):min{ min d(e,v),d(e,ek+1)}.

min
veSU{egy1tU{eo} veSU{eo}

Damit kann der Funktionswert nach dem Lesen eines neuen Elements ey berechnet wer-
den durch:

1 .
Jw(SU{ers1}) = fw(S) + Wi Z max {O’vegnul?eo} d(e,v) —d(e, ek+1)} .
eceW
Der Aufwand eines Zielfunktionsaufrufs betragt dann nur noch O(|W}).
Im average-case kann der Berechnungsaufwand weiter verringert werden, indem nur Di-

stanzen zu Reservoirpunkten berechnet werden, wenn sie in einem Umkreis mit Radius
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maXeew Minyegu{e,} d(€, v) um das neue Element ey liegen. Zu Punkten aukerhalb die-
ses Umkreises kann das neue Element nicht am Néchsten liegen. Die geometrische Gestalt
des Umkreises hiangt dabei vom gewéhlten Distanzmaf ab. Durch Verwendung eines KD-
Baums, der den Raum der Reservoirpunkte partitioniert, kann meistens der Hauptanteil

der Distanzberechnungen iibersprungen werden.

4.2.2 Entropiebasierend

Der Aufwand einer Auswertung der Zielfunktion f(S) = %log det(Z + 072X g) wirkt sich
stark auf die Laufzeit des Sieve Streaming Algorithmus aus. Durch geschickte Implementie-
rung kann der Zeitaufwand fiir eine Zielfunktionsauswertung von O(k3+kd) auf O(k?+kd)
reduziert werden. Dabei bezeichnet k die Kardinalitidt der Menge S und d die Dimensio-
nalitdt der Daten.

Weil sich in jeder Iteration des Algorithmus nur eine Zeile und Spalte der Kernmatrix &n-
dert oder eine Zeile und Spalte hinzugefiigt wird, liegt der Zeitaufwand fiir die Berechnung
der neuen Kernmatrix bei O(kd).

Die naive Berechnung der Determinante einer £ x k Matrix mit der Laplace-Entwicklung
benotigt O(k!) Zeit. Ublicher ist die Berechnung der Determinante durch die LU-Zerlegung
der Matrix. Eine reguldre k x & Matrix A wird dabei in eine untere (lower) normierte Drei-
ecksmatrix L und eine obere (upper) Dreiecksmatrix U zerlegt, sodass A = L - U gilt.
Anschliefsend kann die Determinante als Produkt der Diagonalelemente u;; von U berech-
net werden. Eine besondere Zerlegung in Diagonalmatrizen ist moglich, wenn die Matrix
A positiv definit ist. Die Cholesky-Zerlegung zerlegt sie dann in das Produkt einer un-
teren Dreiecksmatrix L und ihrer Transponierten LT, sodass A = L - LT gilt. Mit dem

Determinantenproduktsatz (1) kann die Determinante von A

det(A) = det(LLT)

W det(L) - det(LT)

k k
LB

k
=11z (4.4)

als Produkt der quadrierten Diagonalelemente I;; von L berechnet werden.

Beide Zerlegungen benétigen asymptotisch O(k3) Zeit, der Rechenaufwand der Cholesky-
Zerlegung ist in der Praxis bei vielen Anwendungen aber nur halb so hoch [53], weil nur
eine Dreiecksmatrix berechnet werden muss. Aufserdem gehort sie zu den numerisch sta-
bilsten Matrixoperationen [27]. Die Anforderungen sind hierfiir allerdings hoher, weil die
Cholesky-Zerlegung einer Matrix nur bei Positiv-Definitheit funktioniert. Die Einhaltung

dieser Anforderung soll jetzt iiberpriift werden, dafiir muss die Matrix Z 4+ 02X g positiv
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definit sein.
Sei K die positiv definite Kernfunktion der Kernmatrix g auf einer Menge S = {eq, ..., er}.
Dann ist die Kernfunktion o2k wegen Korollar fiir o > 0 positiv definit und ihre

Kernmatrix
072]C(61, 61) cee 072]C(61, €k)

: . : =0"?%g
o 2K(ep,e1) --- o 2K(ew,er)
wegen Definition positiv semi-definit. Weil die Einheitsmatrizen positiv definit sind,
ist die Matrix Z+0~2Xg wegen Korollar auch positiv definit. Die Cholesky-Zerlegung
kann also bei Verwendung beliebiger positiv definiter Kernfunktionen und ¢ > 0 fiir die
Berechnung von det(Z + 0~ 2%g) angewandt werden.
Einen weiteren Vorteil hat die Zerlegung fiir die Berechnung der Log-Determinante. Bei
groffen Matrizen kann die explizite Berechnung der Determinante numerische Probleme

verursachen. Stattdessen kann die Zielfunktion
1
f(s) = 3 log det(Z + 0~ 2%g)

1
log det(LLT)

2
k
= % 0g <H l?z)
i 7
= ZlOg(ln‘) (4.5)

durch Berechnung der Summe der logarithmierten Diagonalelemente [l; der Cholesky-

=
I

Zerlegung von T + 0 2% g ausgewertet werden.

Berechnet man die Dreiecksmatrix L sequentiell mit der Cholseky-Banachiewicz Methode

1
lij =+— (0 (ei,e;) lekljk) fir i > j

lij

Li = |14+ 072K (e;, ;) Zlm ,

dann ist die Zerlegung einer Reihe ¢ nur abhéngig von Elementen in derselben Reihe und
in vorherigen Reihen j < ¢. Damit ist sie unabhéngig von den nachfolgenden Reihen. Weil
sich in jeder Iteration nur die letzte Reihe (und Spalte) der Kernmatrix dndert, kann die
Cholesky-Zerlegung der neuen Kernmatrix aus der alten Zerlegung und der neuen Reihe
berechnet werden. Die Zerlegung der letzten Reihe ist in quadratischer Laufzeit mdoglich.
Wegen lautet der zu berechnende Funktionswert nach dem Lesen eines neuen Elements
€ht1:
f(SU{ersa}) = f(S) + log(lpt1,h+1) -
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Dabei gilt, wie in Kapitel [2| definiert, f(0)) = 0. Die Zielfunktion kann also durch Kenntnis

des vorherigen Zielfunktionswertes in O(k? + kd) ausgewertet werden.

4.3 Parallelisierung

Eine weitere Moglichkeit zur Optimierung der Laufzeit ist die Verwendung von mehreren
Threads. Da jedes Sieb eine eigene Zusammenfassung verwaltet, lassen sich alle Funktions-
auswertungen in einer Iteration problemlos parallel ausfithren. Dafiir wird jedes Sieb einem
Thread zugeteilt. Damit die Aufteilung auf die Threads nach Entfernen und Hinzufiigen
von neuen Sieben gleichméfig bleibt, sollte sie nach dem Round Robin Prinzip geschehen.
Dabei werden die Siebe an die Threads in zyklischer Reihenfolge verteilt.

Bei Verwendung der Zielfunktion f(S) = 3logdet(Z + 0~2%g) sind die Siebe zu Beginn
bereits festgelegt, es werden keine Siebe hinzugefiigt oder entfernt. Trotzdem sollte auch
hier eine Round Robin Zuteilung verwendet werden. Weil benachbarte nicht-volle Siebe
dhnlich stark befiillt sind, ben6tigen sie dhnlich hohen Aufwand fiir die Auswertung der
Zielfunktion. Durch das Round Robin Prinzip werden die Siebe mit hohem Berechnungs-
aufwand gleichméfig an die Threads verteilt.

Alternativ kann die Parallelisierung durch einen Thread Pool umgesetzt werden. Dieser
besteht aus einer festen Menge von Threads und einer Warteschlange mit Auftragen. In
jeder Iteration werden die Siebe mit dem neuen Element in die Auftragswarteschlage ein-

getragen. Die Auftrige werden dann aus der Warteschlage an untéitige Threads verteilt.
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Kapitel 5

Experimente

5.1 Sieve Streaming mit verkleinertem Siebintervall

5.1.1 Datensatz

Der hier verwendete Ozford Parkinson’s Disease Telemonitoring Datensatz [55] besteht
aus 5875 biomedizinischen Beobachtungen. Die Daten wurden im Jahr 2009 iiber einen
Zeitraum von sechs Monaten gesammelt. Dabei wurden die Stimmen von 42 Personen
aufgenommen, die im Friithstadium der Parkinson-Krankheit litten. Eine Beobachtung ent-

spricht einer Sprachaufnahme, aus der 16 Merkmale extrahiert wurden.

5.1.2 Aufbau des Experiments

In diesem Experiment wird der Sieve Streaming Algorithmus zur Berechnung einer Zu-
sammenfassung des Ozford Parkinson’s Disease Telemonitoring Datensatzes eingesetzt.
Das Experiment wurde bereits von Badanidiyuru et al. [2] mit originalem Intervall durch-
gefiihrt. Das Ziel des Experiments ist der Vergleich der Performanz des Sieve Streaming
Algorithmus mit originalem Siebintervall [m, 2km] und mit dem in Kapitel |4] eingefiihrtem
verkleinerten Siebintervall [log det(1 4+ ko~2), km|. Dabei bezeichnet m den Zielfunktions-
wert einzelner Elemente %log(l +072) und k die geforderte Groke der Zusammenfassung.

Es werden die folgenden Vergleichswerte ermittelt:
e Greedy: Die Ausgabe des Greedy Algorithmus (Algorithmus [3.1]).

e Sieve Streaming: Die Ausgabe von Sieve Streaming (Algorithmus mit origi-

nalem Siebintervall.

e Sieve Streaming*: Die Ausgabe von Sieve Streaming (Algorithmus mit ver-

kleinertem Siebintervall.

e Zufall: Die Ausgabe einer zufilligen Auswahl durch Reservoir Sampling (Algorith-

mus [3.3)).

27
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Als Wert einer Ausgabe wird der Zielfunktionswert der berechneten Zusammenfassung
ermittelt. Die Berechnungskosten entsprechen der Anzahl der Auswertungen der submo-
dularen Zielfunktion (oracle queries). Dadurch sind die Ergebnisse implementierungs- und
plattformunabhéngig. Weiterhin werden die Beobachtungsvektoren des Datensatzes auf
Mittelwert null und Varianz eins normalisiert. Als Zielfunktion wird die monoton submo-
dulare Funktion f(S) = 3 logdet(Z+0~?Xg) und als Kernfunktion die Gauk-Kernfunktion
K(z,y) = exp (— sz_}g'g) benutzt. Aufserdem werden die Parameter ¢ = 1, h = 1 und fiir
die Sieve Streaming Algorithmen e = 0.1 gewéhlt. Insbesondere werden die Berechnungs-

kosten fiir ein festes k = 20 verglichen.

5.1.3 Ergebnisse

Abbildung (a) enthdlt Werte und Kosten der vier Algorithmen fiir eine feste Grofe
der Zusammenfassung k = 20. Die Ergebnisse wurden auf die des Greedy Algorithmus
normalisiert. Der Datensatz ist klein genug fiir die Anwendung des Greedy Algorithmus,
welcher hier den hochsten Zielfunktionswert erzielt. Gleichzeitig hat er den héchsten Be-
rechnungsaufwand, weil er k£ mal iiber den gesamten Datensatz iteriert. Die Sieve Streaming
Algorithmen erreichen beide 96 % des Wertes des Greedy Losung. Die Kosten liegen mit
originalem Siebintervall bei 59 % und mit verkleinertem Siebintervall bei 18 % der Kosten

der Greedy Losung. Durch die Verkleinerung des Intervalls der Siebe wurde also ein identi-

o 10 F 7 T
1F 100%100% 96% 96% |:| 0 Wert L —— Greedy
D D KOSten —@— Sieve Streaming
8 |- —m— Sieve Streaming™
0 8 [ N 4;7‘ —@— Zufall
. 3
" 76|
0.6 59% | g
E
43% a4
04| | £
)
N2+
0.2 18% |
0 —_— ! ! ! ! ! !
Greedy Sieve Sieve Zufall 0 20 40 60 80 100
Streaming Streaming* k
(a) (b)

Abbildung 5.1: Werte und Kosten des Sieve Streaming Algorithmus mit originalem und
mit verkleinertem Siebintervall im Vergleich zum Greedy Algorithmus und zur zufélligen
Auswahl. Abbildung (a) zeigt die erhaltenen Zielfunktionswerte und den Berechnungsauf-
wand der Algorithmen relativ zum Greedy Algorithmus fiir ein festes £ = 20. Abbildung

(b) vergleicht die Zielfunktionswerte der Algorithmen fiir verschiedene Werte von k.
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scher Zielfunktionswert ermittelt und zwei Drittel der Berechnungskosten eingespart. Die
zuféllige Auswahl einer Zusammenfassung hat die geringsten Kosten, erzielt aber nur 43 %
des Wertes der Greedy Losung.

Abbildung (b) zeigt die Zielfunktionswerte der Ausgaben der vier Algorithmen fiir ver-
schiedene Werte von k. Dabei erzielt der Greedy Algorithmus die héchsten Werte. Die Sieve
Streaming Algorithmen erzielen fiir alle k£ identische Losungen und Zielfunktionswerte, die
mindestens 94 % der Werte der Greedy Losungen betragen. Die zuféllige Auswahl erreicht
nur Werte zwischen 40 und 45 % der Werte der Greedy Losungen.

Das Experiment zeigt, dass es moglich ist, einen Grofsteil der Berechnungskosten durch
Verwendung des verkleinerten Siebintervalls einzusparen. In diesem Beispiel wurden mit
einem Drittel der Berechnungskosten identische Zusammenfassungen berechnet. Die erziel-

ten Ergebnisse sind mit den Ergebnissen von Badanidiyuru et al. [2] vergleichbar.

5.2 Anomalieerkennung

5.2.1 Das FACT Teleskop

Das First G-APD Cherenkov Telescope (FACT) ist seit 2011 auf Gran Canaria (Spanien) in
Betrieb (Abbildung und beobachtet kosmische Schauer. Durch die Interaktion mit Teil-
chen in der Atmosphére emittieren sie Cherenkov-Licht. Das Cherenkov-Licht kann mithilfe
einer Kamera aus 1440 hexagonalen Geiger-mode avalanche photodiodes (G-APDs) gemes-
sen werden. Diese Ereignisse (events) dauern nur etwa 150 Nanosekunden an. Sie konnen
durch verschiedene Ausléser erkannt und dann durch die Kamera mit einer Samplerate von
zwei Gigahertz aufgenommen werden. Ein Ereignis besteht damit aus 1440 - 300 = 432000
Messwerten. Die Kamera kann dabei in fiinf Minuten bis zu zehn Gigabyte Rohdaten
aufnehmen [4]. Ein Ziel des Projekts ist die Analyse dieser Daten. Sowohl die grofe Men-
ge der Daten als auch die hohe Geschwindigkeit, in der diese eintreffen, erschweren das
Problem. Echtzeitanalysen erfordern den Einsatz von Datenstromalgorithmen. Eine Még-
lichkeit stellt die Extraktion der Anzahlen der Photonenankiinfte (photon arrival counts)
an jedem Pixel aus den Messwerten eines Ereignisses dar. So kann die Dimensionalitét der
Daten von 432000 auf 1440 reduziert werden.

5.2.2 Anomalien

Anomalien sind Datenpunkte mit ungewOhnlichen Eigenschaften. Es existieren zahlrei-
che Methoden zur Erkennung dieser besonders interessanten Daten. Die meisten wurden
speziell fiir bestimmte Einsatzbereiche entwickelt und erfordern zuerst die Definition von
gewohnlichen Daten. Fiir eine generische Anomalieerkennung kann die Datenzusammen-
fassung durch Maximierung einer submodularen Funktionen eingesetzt werden. Bei einer

geeigneten Konfiguration wird die Vielfalt der Zusammenfassung maximiert. Es werden
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Abbildung 5.2: Das FACT Teleskop auf Gran Canaria [I]. Die Teleskopdaten entstehen
durch die Aufnahmen einer Kamera (rechts oben), die auf eine Spiegelfldche gerichtet ist.

dann Datenpunkte in die Zusammenfassung aufgenommen, die sich stark von bisher ge-
sehenen Daten unterscheiden. Dadurch werden gewdhnliche Daten implizit als die bisher
gesehenen Daten definiert. Die erhaltene Zusammenfassung muss anschlieffend mit weiteren
Verfahren oder manuell untersucht werden. Danach kénnen Aussagen {iber unterschiedli-
che Klassen von Ereignissen im Datenstrom gemacht werden. Moglicherweise kénnen die
Ereignisse in der Zusammenfassung sogar direkt als Représentanten dieser Klassen inter-
pretiert werden. Die Giite dieses Verfahrens wird jetzt experimentell untersucht.

Als interessante Ereignisse werden Anomalien durch Manipulation der Photonenanzahlen
simuliert. So kann leicht festgestellt werden, ob sie in die Zusammenfassungen aufgenom-

men wurden. Es werden drei Typen von Anomalien erzeugt:

e Typ 1: Ereignis mit toten Pixeln. Die Anzahl der gemessenen Photonen wird fiir

einzelne Pixel auf null gesetzt.

e Typ 2: Ereignis mit verringerter Photonenanzahl. Die Anzahl der gemessenen Pho-

tonen wird fiir alle Pixel um einen Faktor verringert.
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e Typ 3: Ereignis mit erhohter Photonenanzahl. Die Anzahl der gemessenen Photonen

werden in einem Bereich von Pixeln um einen konstanten Wert erhoht.

Durch zuféllige Anwendung dieser Manipulationen kénnen groffe Mengen ungewo6hnlicher
Ereignisse generiert werden, aber auch Ereignisse, die moglicherweise auf technische Pro-
bleme hinweisen. Abbildung [5.3] enthélt Beispiele fiir solche Anomalien fiir ein typisches

Ursprungsereignis.

(a) Ursprungsereignis (b) Typ 1 Anomalie

(¢) Typ 2 Anomalie (d) Typ 3 Anomalie

Abbildung 5.3: Anzahlen gemessener Photonen vor und nach Manipulation des Ur-

sprungsereignisses.
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5.2.3 Wahl der Kernfunktionen

Die in Kapitel [2| vorgestellten stationdren Kernfunktionen basieren auf dem Manhattan-
Abstand oder dem Euklidischen Abstand

sz (.73, y) =

der Beobachtungen x und y. Ein Beispiel soll auf eine Problematik des Euklidischen Ab-
stands bei der Erkennung der beschriebenen Anomalien hinweisen. Dazu werden die Anzah-
len der gemessenen Photonen eines Ursprungsereignis um 30 % reduziert (Typ 2 Anomalie).
Der Euklidische Abstand eines unabhéngigen Vergleichsereignisses zum Ursprungsereignis
betrigt 217.28, wihrend der Abstand vom Vergleichsereignis zur Anomalie 220.71 betrégt.
Die Absténde unterscheiden sich nur sehr geringfiigig, mit dem Euklidischen Abstand kann
man Anomalien dieser Art nur vereinzelt erkennen.

Betrachtet man die Verteilung der gemessenen Photonen vor und nach der Manipulati-
on (Abbildung ist ersichtlich, dass Pearsons x2-Test [47] den Unterschied der Vertei-
lungen leicht erkennen kann. Der y2-Test kann auf Gleichheit der Verteilungen von zwei

Stichproben testen und basiert auf dem y?-Abstand

einer gewichteten Summe der quadrierten Abstdnde der Haufigkeitsvektoren &, € N™ der
Beobachtungen = und y. Diese Metrik gewichtet die Absténde der Haufigkeiten mit dem
Kehrwert der Anzahl des Auftretens. Der y?-Abstand des Vergleichsereignisses zum Ur-
sprungsereignis betrigt 41.43, wahrend der Abstand vom Vergleichsereignis zur Anomalie
1083.13 betrigt. Das ist ein 25 mal héherer Wert, mit dem y2-Abstand kann man Anomali-
en dieser Art sehr leicht als ungewthnliche Ereignisse identifizieren. Untersuchungen zeigen
die Uberlegenheit des y?-Abstand iiber dem Euklidischen Abstand bei Text- und Bildklas-
sifizierungen [34]. Tabelle vergleicht den euklidischen Abstand mit den x2-Abstand fiir
weitere Anomalien. Fiir Anomalie 1 wurde die Anzahl der gemessenen Photonen von 2 %

der Pixel auf null gesetzt und fiir Anomalie 3 wurden die gemessenen Photonen in einem

Anomalie

Abstand Ursprungsereignis Typ 1l Typ2 Typ3
Euklid 217.28 224.25  220.71  326.33
X2 41.43 50.67 1083.13 105.22

Tabelle 5.1: Euklidischer Abstand und y2-Abstand eines Vergleichsereignisses zu einem
Ursprungsereignis und zu Anomalien, die durch Manipulation des Ursprungsereignisses

generiert wurden.
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Abbildung 5.4: Histogramme gemessener Photonen (a) vor und (b) nach Manipulation
(Typ 2 Anomalie) im Vergleich mit (c) einem Vergleichsereignis. Der Euklidische Ab-
stand vom Vergleichsereignis zum Ursprungsereignis und zur Anomalie ist fast identisch,

wihrend der x2-Abstand zur Anomalie 25 mal héher ist als zum Ursprungsereignis.

Bereich von zehn Prozent aller Pixel um 20 erhoht.
Weil man mit dem y?-Abstand bei diesen Beispielen die Anomalien deutlich besser iden-
tifizieren kann, werden zwei nicht-stationire Kernfunktionen hergeleitet, die auf dem x?*-

Abstand basieren. Der x2-Abstand ist Grundlage fiir die y?-Kernfunktion

n

1o (i — i)
Kyo(a,y) =12 3 007
() 24 wituyi

Der Gebrauch dieser Kernfunktion ist verbreitet bei Anwendungen der Computer Visi-
on [58]. Aukerdem ist sie parameterfrei und bendtigt kein Wissen tiber die Daten. Sie ist

aber nur bedingt positiv definit [51], das heifst die Gleichung aus Definition ist nicht
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fiir alle ¢; € R erfiillt. Aus einer bedingt positiv definiten Kernfunktionen £ : X x X — R

kann mit z € X eine positiv definite Kernfunktion
IC,(':Ev y) = IC(ZE,y) - IC(£> Z) - IC(Z733) + ’C(Za Z)

konstruiert werden [57]. Damit erhilt man aus der x>-Kernfunktion und z = 0 die positiv

definite Kernfunktion

IC;Q (m,y) = Ky2(z,y) — K2 (z, 0) — /sz(ﬁ, y) + K2 (0,0)
1 (zi — i) 1~ 23 ~ y;
- IR SN
2; Ti + Y +2;x2 +2;yz+
_ 1 ¢ 1< (i — ui)
27;:1(95’4“‘/’> 2; i+ i

Fir den Haufigkeitsvektoren & € N™ von x ist ) ;" Z; = n konstant. Damit kann die

Kernfunktion fiir Hiufigkeitsvektoren vereinfacht werden:

Ly (@ = 5)
K a(z,9) =n—= ! :
XQ( 2 i + Ui

Mit Korollar erhilt man wieder die y2-Kernfunktion, sie ist also fiir relative Haufig-
keiten positiv definit.
Alternativ kann man aus einer bedingt positiv definiten Kernfunktion I : X x X — R eine

positiv definite Kernfunktion

,C”(.’L', y) = exp(t ) ’C(CE, y))

mit ¢ > 0 konstruieren [50]. Fiir die x2-Kernfunktion ergibt sich die Kernfunktion

n

T — )2
Ko (w,y) = exp (t—;Z(Zyl)>

— Tty
= exp(t) exp _fiw
24 wituy

Mit Korollar und ¢t = h% erhélt man die positiv definite Exponentielle y2-Kernfunktion

1~ (75— ys)?
K:expxz(wvy) = €Xp <_2h2; .

Ti + Y;
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Diese Kernfunktion profitiert von Eigenschaften der y2-Kernfunktion und der exponenti-
ellen Kernfunktionen [54]. Die auf dem y2-Abstand basierenden Kernfunktionen sind in
Abbildung [5.5 im Vergleich mit der Gauk-Kernfunktion dargestellt.

(a) Gaub-Kernfunktion (b) x*-Kernfunktion

Abbildung 5.5: Vergleich zwischen
der GauB-Kernfunktion und auf dem

x2-Abstand basierenden Kernfunktio-

nen mit z,y € R.

y 0o O

(c) Expontentielle x*-Kernfunktion

5.2.4 Aufbau des Experiments

Im Folgenden wird das Erkennen von Anomalien durch die Berechnung von Zusammen-
fassungen auf Teleskopdaten untersucht. Dazu werden simulierte Gammastrahlenereignisse
aus 100 Simulationsldufen benutzt. Diese bestehen aus 512 bis 553 Ereignissen, aus denen
die Anzahl der Photonenankiinfte an jedem Pixel berechnet wird. Mit einer Wahrscheinlich-
keit von zwei Prozent wird ein Ereignis zu einer der vorgestellten Anomalien manipuliert,
sodass ein Lauf etwa zehn zuféllige Anomalien beinhaltet. Anschlieffend wird jeder Lauf
mit dem Sieve Streaming Algorithmus auf eine Zusammenfassung aus 20 Ereignissen re-
duziert. Dazu wird die Zielfunktion f(S) = logdet(Z + 0~?g) verwendet, weil sie die

Vielfalt der Zusammenfassung maximiert.

Es werden zwei Experimente durchgefiihrt:
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e Experiment 1: Beim ersten Experiment werden starke Anomalien erzeugt, von
denen jeder Typ mindestens einmal in die Zusammenfassung aufgenommen werden
soll. Fiir die Typ 1 Anomalie werden zehn Prozent der Pixel auf null gesetzt, die Typ
2 Anomalie reduziert die Photonenanzahl aller Pixel um 40 Prozent. Typ 3 erhoht

die Photonenzahl in einem Bereich von zehn Prozent der Pixel um 20.

e Experiment 2: Beim zweiten Experiment werden Anomalien erzeugt, die nur noch
sehr leicht von gewohnlichen Daten abweichen. Von diesen soll auch hier jeder Typ
mindestens einmal in die Zusammenfassung aufgenommen werden. Fiir die Typ 1
Anomalie werden nur zwei Prozent der Pixel auf Null gesetzt. Die Typ 2 Anomalie
reduziert die Photonenanzahl um 15 Prozent, wiahrend Typ 3 sie in einem Bereich

von zehn Prozent aller Pixel um zehn erhoht.

Dabei wird die Gauk-Kernfunktion mit den auf dem y?-Abstand basierenden Kernfunktio-
nen hinsichtlich der Erkennung der Anomalien verglichen. Weil fiir diese Kernfunktionen
K(z,z) = 1 gilt, kann durch die Erkenntnisse in Kapitel 4] ein verkleinertes Siebinter-
vall genutzt werden. Fiir die Parameter i der Gaufs-Kernfunktion und der Exponentiellen
x2-Kernfunktion wurde initial die Anzahl der Dimensionen der Eingabedaten 1440 und
50 gewahlt. Sie wurden anschliefsend jeweils experimentell auf 500 und 20 angepasst. Die
Experimente werden fiir alle drei Kernfunktionen auf den Daten der 100 verschiedenen Si-
mulationsldufe wiederholt. Dadurch kann die Wahrscheinlichkeit der Erfiilllung der Anfor-
derungen als Erfolgsanteil angegeben werden. Fiir einen Vergleich wird auch eine zufallige

Menge aus Ereignissen durch Reservoir Sampling (Algorithmus ausgewahlt.

5.2.5 Ergebnisse

In Experiment 1 (Tabelle[5.2) wurden starke Anomalien erzeugt. Mit der Gauk-Kernfunktion
wurde eine Anomalie des Typs 1 nur zu 50 % erkannt, wihrend Typ 2 und 3 Anomalien
mit jeweils 99 % und 100 % fast immer erkannt wurden. Fiir die y?-Kernfunktion stellte
die Anomalie des Typs 3 mit 94 % die grokte Herausforderung dar. Typ 1 und 2 Anomalien
wurden mit jeweils 99 % und 100 % fast immer erkannt. Das beste Ergebnis lieferte die
Exponentielle x?-Kernfunktion mit einem Erfolgsanteil von jeweils 99 %, 100 % und 99 %.
Hier waren in fast allen Zusammenfassungen Anomalien jedes Typs.

In Experiment 2 (Tabelle wurden nur noch sehr schwache Anomalien erzeugt. Mit der
Gaufs-Kernfunktion wurden Typs 1 und 2 Anomalien nicht mehr erkannt und nur noch
zufillig zu jeweils 15 % und 12 % in die Zusammenfassung aufgenommen. Anomalien des
Typs 3 wurden deutlich hiufiger zu 57 % erkannt. Beide y2-Kernfunktionen erzielten hier
ahnliche Ergebnisse und erkannten Typ 1 Anomalien mit jeweils 75 % und 78 % und Typ
2 Anomalien mit jeweils 92 % und 90 %. Die Exponentielle x? Kernfunktion schneidet bei
Anomalien des Typs 3 mit 81 % besser ab als die x2-Kernfunktion mit 67 %, sodass sie

insgesamt auch in diesem Experiment das beste Ergebnis liefert.
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Erfolgsanteil
Kernfunktion Typl Typ2 Typ3
Gauk-Kernfunktion 51% 99%  100%
x2-Kernfunktion 99% 100% 94%
Exponentielle y2-Kernfunktion 99% 100%  99%
Zufillige Auswahl 14% 13% 16%

Tabelle 5.2: Erfolgsanteil fiir verschiedene Kernfunktionen bei Verwendung starker An-

omalien.

Erfolgsanteil
Kernfunktion Typl Typ2 Typ3
Gauf-Kernfunktion 5%  12% 5%
x2-Kernfunktion % 92%  67%
Exponentielle y>-Kernfunktion 78%  90% 81%
Zufallige Auswahl 10% 12% 15%

Tabelle 5.3: Erfolgsanteil fiir verschiedene Kernfunktionen bei Verwendung schwacher

Anomalien.

Die Ergebnisse sind vereinbar mit dem No-Free-Lunch-Theorem. Es existiert keine univer-
selle Kernfunktion, die auf allen Daten die beste Losung liefert. Dennoch erzielen die auf
dem y2-Abstand basierenden Kernfunktionen besonders in Experiment 2 deutlich bessere
Ergebnisse. Die Exponentielle y2-Kernfunktion benétigt allerdings eine sorgfiltige Anpas-
sung des Parameters, wihrend die y2-Kernfunktion parameterfrei ist und ohne Kenntnisse
iiber die Daten sehr dhnliche Ergebnisse liefert. Nur bei Anomalien des Typs 3 hat sie einen
signifikant kleineren Erfolgsanteil. Insgesamt scheint es moglich zu sein, stark ausgeprég-
te Anomalien durch die Berechnung einer Zusammenfassung fast sicher zu erkennen. Bei
schwacher Auspragung der Anomalien, sodass diese kaum noch als Anomalien bezeichnet

werden konnen, ist hier trotzdem ein Erfolgsanteil von mindestens 78 % moglich.
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Kapitel 6

Fazit und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde die Berechnung von Zusammenfassungen auf Daten-
stromen untersucht. Hierzu wurden zundchst submodulare Funktionen und wichtige Ei-
genschaften dieser vorgestellt. Es wurde gezeigt, dass sie in vielen realen Anwendungen
auftauchen und zur Modellierung zahlreicher Optimierungsprobleme verwendet werden
kénnen. Die Zusammenfassung von Daten konnte als Maximierung einer monoton submo-
dularen Zielfunktion unter Kardinalitdtsbeschrankung modelliert werden.

Anschliefend wurde der Sieve Streaming Algorithmus mit einer effizienten Implementie-
rung als Datenstromalgorithmus mit der héchsten Approximationsgarantie zum aktuellen
Forschungsstand vorgestellt. Fiir eine Zielfunktion ist dabei das unnétig grofle Siebinter-
vall aufgefallen. Durch Abschétzung der méglichen Zielfunktionswerte konnte ein minima-
les Intervall hergeleitet werden, das mit deutlich weniger Sieben auskommt. Es bleibt zu
untersuchen, ob das Siebintervall fiir weitere Zielfunktionen verkleinert werden kann. Fest-
gestellt wurde auch die effektive Parallelisierbarkeit des Algorithmus.

Im ersten Experiment wurde die Performanz des Sieve Streaming Algorithmus mit verklei-
nertem Siebintervall ermittelt. Im Vergleich zum originalen Siebintervall konnten die Be-
rechnungskosten durch die Verkleinerung auf ein Drittel reduziert werden. Die berechneten
Zusammenfassungen waren mit beiden Intervallen identisch. Hiermit sei die Wiederholung
des Experiments auf einem groferen Datensatz oder einem Datenstrom angeregt, um eine
bessere Beurteilung der Einsparung zu ermdoglichen.

Im zweiten Experiment wurde der Sieve Streaming Algorithmus fiir die Erkennung von
Anomalien in einem Datenstrom eingesetzt. Durch Nutzung einer geeigneten Kernfunktion
wurden fast alle Anomalien mit starker Auspriagung erkannt. Von sehr schwach ausgeprag-
ten Anomalien konnte trotzdem noch ein Grofteil erkannt werden. Es wurde gezeigt, dass
zu den vielen Anwendungsgebieten der Optimierung von submodularen Funktion auch die
Erkennung von Anomalien gezéhlt werden kann. Ein Vergleich mit {iblichen Verfahren der

Anomalieerkennung steht allerdings noch aus.
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Anhang A
Normierung von Kernfunktionen

Es soll gezeigt werden, dass sich beliebige positiv definite Kernfunktionen in das Intervall
[—1, 1] normieren lassen und sie dabei positiv definit bleiben.

Sei £ : X x X — R eine positiv definite Kernfunktion. Dann existiert eine Abbildung
¢ X — F,sodass K(z,y) das Skalarprodukt der Bildvektoren von x und y im Skalarvek-

torraum F repréasentiert [40]:

K(z,y) = (o(x), ¢(y)) -

Es folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1):

(K(z,y)| = [(¢(x), d(y))]

1)
< [l¢(@)ll2 - [lo(w)ll2

= V(8(x), d(2)) - V(o (y), o (y))
= VK(z, 2)K(y,y) . (A1)

Aus K kann eine normierte Kernfunktion K’ konstruiert werden [49] mit

) 0, falls K(z,xz) =0 oder K(y,y) =0
* (Jr,y) N _ _Key sonst
VE(@,2)K(y,y)’ ’
Wegen (A.1)) gilt dann:
—VK(z,2)K(y,y) < K (z,y) < VK(z,2)K(y,y)
= L= ,C/<1', y) <1

Also bildet die Normierung K’ positiv definiter Kernfunktionen auf das Intervall [—1,1]
ab. Insbesondere gilt K'(z,z) = 1, wenn K(z,z) # 0.
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Zum Schluss wird die Positiv-Definitheit von K’ {iberpriift. Sei dazu {z1,...,2,} € X"

mit n € N beliebig und m die Dimensionalitdt des Merkmalsraums F:

xlax] ¢($J)>
ZZ Z]\/IC (@i, i) K(z5,25) ZZ 2]\/IC (@i, i) K(zj,z5)

i=1 j=1 i=1 j=1
_ZZH: ZjZk 19 %) ¢ (x )k
== \/IC @i, xi) K(z5,25)

m [ n n

k=1 ; VI (@i, i) ; VK :I:],a:]
2
Z(Z ,C(%xz)> > 0.

k=1

>0

Mit Definition ist K" also positiv definit.

Bemerkung. Graf et al. [2I] untersuchen die Normierung im Merkmalsraum und zeigen,

dass fiir die implizite Merkmalsabbildung ¢’ von K’ gilt:

o)
[lé(@)ll; "

Dadurch kann die normierende Wirkung erklért werden. Die Bildpunkte der Merkmalsab-

¢'(x) =

bildung werden auf den Rand der m-dimensionalen Einheitskugel verschoben.
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