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st❡❧❧❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ❡✐♥❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ ▲❡r♥❛✉❢❣❛❜❡ ❧ös❡♥
❦❛♥♥✳ ❊s ❣✐❜t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷ ❛✉s❢ü❤r❧✐✲
❝❤❡r ❡r❧ä✉t❡rt ✉♥❞ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❆✉s ❡✐♥❡♠ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ✉♥❞ ❞❡♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥
P❛r❛♠❡t❡rr❛✉♠✱ ❞❡r ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ✉♥❞ ❞❡s ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥s
❣röÿ❡r ♦❞❡r ❦❧❡✐♥❡r ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡r P❛r❛♠❡t❡rr❛✉♠ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❞❡r ▼❡♥❣❡ ❛❧❧❡r
♠ö❣❧✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞✐❡ ❞❛s ▲❡r♥♣r♦❜❧❡♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ P❛r❛♠❡t❡r s✐♥❞ ❛❜❤ä♥❣✐❣
✈♦♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇✐❡ ❣❡♥❛✉ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ❊✐♥❣❛❜❡
❛✉❢ ❞✐❡ ❆✉s❣❛❜❡ ❛✉ss✐❡❤t✳

■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡rr❛✉♠❡s s♦❧❧ ♥✉♥ ❡✐♥❡ ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥
❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✐st ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ❡✐♥❡ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡rr❛✉♠s✱ ✇✐r❞ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r
s♣❡③✐✜③✐❡rt✱ ❞❛ s✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ✈♦♠ P❛r❛♠❡t❡rr❛✉♠ ✉♥❞ ✈♦♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛❜✲
❤ä♥❣✐❣ ✐st✳ ▲❛t❡♥t❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s✐♥❞ ♠❛♥❝❤♠❛❧ ♥✐❝❤t s✐❝❤t✲ ✉♥❞✴♦❞❡r ♠❡ss❜❛r✳ ❍ä✉✜❣ ✐st
❡s ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ❛✉❢✇❡♥❞✐❣ ♦❞❡r ③✉ t❡✉❡r✱ ✉♠ s✐❡ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉❛s ❍❛✉♣t✲
♣r♦❜❧❡♠ ❤✐❡r❜❡✐ ✐st ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ♦❜ ü❜❡r❤❛✉♣t ❡✐♥❡ ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✳ ❊✐♥
❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡ ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r ❦ö♥♥t❡ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t s❡✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❍ä❧❢t❡ ❞❡r
P❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡s ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ α ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❍ä❧❢t❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
❜❡st✐♠♠t❡♥ β ✐st✱ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ■❞❡❡ ✈♦♥ P✐❛t❦♦✇s❦✐✴❡t ❛❧✳ ❬✶❪✳ ❯♠ ❡✐♥❡ ❧❛t❡♥t❡
❙tr✉❦t✉r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❉❛t❡♥ ✜♥❞❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✐st ❡s ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❉❛t❡♥ ♥♦r✲
♠❛❧✐s✐❡rt s✐♥❞✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞❛ss ③✳ ❇✳ ❛❧❧❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ●röÿ❡
❛♥❣❡♣❛sst ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❙♦ ❦ö♥♥❡♥ ③✳ ❇✳ ✷ ❣ ♥✐❝❤t ♠✐t ✷ ❦❣ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛
❞✐❡ ▼❛ÿ❡✐♥❤❡✐t❡♥ ♥✐❝❤t ✐❞❡♥t✐s❝❤ s✐♥❞✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✷ ❦❣ ③✉♥ä❝❤st ✐♥ ✷✵✵✵ ❣
✉♠❣❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❣r✉♥❞❧❛❣❡ ③✉ s❝❤❛✛❡♥✳

❆✉s ❞✐❡s❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❚✐t❡❧✱ ❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t trä❣t✿ ✒❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣
❧❛t❡♥t❡r ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♠ P❛r❛♠❡t❡rr❛✉♠ ♠❛s❝❤✐♥❡❧❧❡r ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥✏✳ ❲♦❜❡✐ ❞❛s ❯♥t❡rs✉✲
❝❤❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❋❛❧❧ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t
✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♥ ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡rrä✉♠❡♥ ✈♦♥ ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤✲
r❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❯♥❞ ✇✐❡ s✐❝❤ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❞✐❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡rr❛✉♠s ❛✉❢
❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rr❛✉♠ ❛✉❢ ❞❛s ▲❡r♥❡r❣❡❜♥✐s ❛✉s✇✐r❦t✳

❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t tr✐✈✐❛❧❡ ✉♥❞ ✉♠❢❛♥❣r❡✐❝❤❡ ❉❛t❡♥♠❡♥❣❡ D s♦❧❧ ✉♥t❡rs✉❝❤t
✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❉❛t❡♥♠❡♥❣❡ ❦❛♥♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ♠❛s❝❤✐♥❡❧❧❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt
✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❞❛♠✐t ❱♦r❤❡rs❛❣❡♠❡t❤♦❞❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❛❜③✉❧❡✐t❡♥ ♦❞❡r ③✉ ❦❧❛ss✐✜③✐❡✲
r❡♥✳ ❇❡❦❛♥♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❤✐❡r❢ür s✐♥❞ ③✳ ❇✳ ❙tüt③✈❡❦t♦r♠❛s❝❤✐♥❡♥ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✷✮✱
❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✹✮ ♦❞❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡ ❣r❛✜s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✇✐❡ ❞❛s
▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ✭▼❘❋✮✱ ✇❡❧❝❤❡ ❥❡❞♦❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♥✐❝❤t ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳
❙t❛tt❞❡ss❡♥ ✇✐r❞ ❞❡r ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✸✮ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❡r ❞✐❡
❣❧❡✐❝❤❡ ❙tr✉❦t✉r ✇✐❡ ❡✐♥ ▼❘❋ ❤❛t✱ s✐❝❤ ❛❜❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡r ❛♥✇❡♥❞❡♥ ❧ässt✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈ ❣✐❜t ❡s

✶
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③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❦❛✉♠ ❡✐♥❡♥ ♥❡♥♥❡♥s✇❡rt❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ❞❛ ❛❧❧❡ ❣r❛✜s❝❤❡♥
▼♦❞❡❧❧❡ ❡✐♥❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❙tr✉❦t✉r ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡✱ ❞✐❡ ✐♠ ❩✉❣❡ ❞✐❡s❡r ❆r✲
❜❡✐t ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ s❡❤r ❣✉t ❛✉❢ ❞❡♥ ♥❛✐✈❡♥ ❇❛②❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❛♥✇❡♥❞❡♥ ❧❛ss❡♥✳
❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✐st ❡s ✈♦♥♥öt❡♥✱ ❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ✉♥❞ ❡✣③✐❡♥t❡ ❉❛t❡♥str✉❦t✉r ③✉ ✜♥❞❡♥✱
❞✐❡ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ s♦✇♦❤❧ ❦♦♠♣r✐♠✐❡rt ❛❜s♣❡✐❝❤❡rt✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥ s❝❤♥❡❧❧❡♥
❩✉❣r✐✛ ❛✉❢ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡rt❡ ❧✐❡❢❡rt✳ ❉❛s ●❛♥③❡ ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt ♥✉r✱ ✇❡♥♥ ❡s ❡✐♥❡ ❧❛t❡♥t❡
❙tr✉❦t✉r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❣✐❜t✳ ❙t✐❝❤✇♦rt ❤✐❡r❜❡✐ s♦❧❧ ▼✐♥✐♠✉♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❡♥❣t❤
✭▼❉▲✮ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶✮ s❡✐♥✱ ✇❛s ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s ❞❛rst❡❧❧t✳
▼♦t✐✈✐❡rt ✐st ▼❉▲ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❙♣❛rs❛♠❦❡✐ts♣r✐♥③✐♣ ✭❖❝❝❛♠✬s r❛③♦r ♦❞❡r ❖❝❦❤❛♠s ❘❛✲
s✐❡r♠❡ss❡r✮✱ ✇❡❧❝❤❡s ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ✈♦♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ❚❤❡♦r✐❡♥ ③✉r ▲ös✉♥❣ ❡✐♥❡s Pr♦❜❧❡♠s✱
❞✐❡ ❛❧❧❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣ ❜❡r❡✐tst❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❛❧s r✐❝❤t✐❣ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✐r❞✳

❇❡♠❡r❦✉♥❣ ✶✳ ❱♦♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ❚❤❡♦r✐❡♥✱ ❞✐❡ ❛❧❧❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲ös✉♥❣ ♣räs❡♥t✐❡r❡♥✱ ♥✉t③❡
❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡✳ ✭❲✐❧❧✐❛♠ ♦❢ ❖❝❝❛♠✮

❊s ✇✐r❞ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❉❛t❡♥str✉❦t✉r ✉♥❞ ❡✐♥❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❣❡s✉❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ ♥✐❝❤t ♥✉r ❛✉❢ ❞✐❡
s♣❛rs✐t②✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❑♦♠♣r✐♠✐❡r❜❛r❦❡✐t ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ r❡❞✉③✐❡rt ✐st✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣✱ ❞✐❡ ✇❡♥✐❣❡r ❲❡rt❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡rr❛✉♠s ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rs ❛❜❜✐❧❞❡t✱ ❡✣③✐❡♥t ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥ ❦❛♥♥✳

✶✳✶ Ü❜❡rs✐❝❤t

■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✷ ✇❡r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ✉♥❞ ●r✉♥❞❜❡❣r✐✛❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡❧❧❡♥ ▲❡r♥❡♥s ❡r❧ä✉✲
t❡rt✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❆r❜❡✐t
✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❉❛s ❞❛r❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❑❛♣✐t❡❧ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❞✐❡ ❣r✉♥❞sät③✲
❧✐❝❤❡ ■❞❡❡✱ ❞✐❡ ❤✐♥t❡r ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t st❡❤t ✉♥❞ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ✐♥✇✐❡✇❡✐t ❡s ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥
✐♥♥❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❣✐❜t✳ ■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡✱ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞✐❡s❡r
❆r❜❡✐t✱ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❡s ✇✐r❞ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡❧❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ❡s
③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥ ❣✐❜t✳ ❉✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ ❊①♣❡r✐✲
♠❡♥t❡♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ s♦✇✐❡
❡✐♥ ❆✉s❜❧✐❝❦✱ ✐♥✇✐❡❢❡r♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✇❡✐t❡r ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

✷



✷ ●❘❯◆❉▲❆●❊◆

✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡s ♠❛s❝❤✐♥❡❧❧❡♥ ▲❡r♥❡♥s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
▼❛s❝❤✐♥❡❧❧❡s ▲❡r♥❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❡✐♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡❜✐❡t ❞❡r ■♥❢♦r♠❛t✐❦✱ ✇❡❧❝❤❡s s✐❝❤ ♠✐t
✒❝♦♠♣✉t❡r❣❡stüt③t❡r ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ▲❡r♥♣❤ä♥♦♠❡♥❡♥✏ ❬✷❪ ❛✉s❡✐♥✲
❛♥❞❡rs❡t③t✳ ❍❛t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ❉❛t❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡s ♠❛s❝❤✐♥❡❧❧❡♥
▲❡r♥❡♥s ❛✉s ❞✐❡s❡r ▼❡♥❣❡ ❲✐ss❡♥ ❡①tr❛❤✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❙②st❡♠❡✱ ❛❧s♦ ❙②st❡♠❡ ❞✐❡
✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ s✐♥❞ ✐❤r ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ●❡❣❡❜❡♥❤❡✐t❡♥ ❛♥③✉♣❛ss❡♥✱ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ✐♥❞❡♠
❞❛s ❣❡♥✉t③t❡ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉s ❞❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ ❧❡r♥t✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✐st ❡s ♥✐❝❤t s♦
❡✐♥❢❛❝❤✱ ❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✈♦♥ ✒❧❡r♥❡♥✏ ③✉ ❣❡❜❡♥✳ ■♠ ♥♦r♠❛❧❡♥ ❙♣r❛❝❤❣❡❜r❛✉❝❤
✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❇❡❣r✐✛ ✒❧❡r♥❡♥✏ ❞❛s ❆♥❡✐❣♥❡♥ ✉♥❞ ❱❡r✇❡♥❞❡♥ ✈♦♥ ❲✐ss❡♥✱
❑❡♥♥t♥✐ss❡♥ ✉♥❞ ❋❡rt✐❣❦❡✐t❡♥✳

❈♦♠♣✉t❡r ❦ö♥♥❡♥ ❛✉❝❤ ❧❡r♥❡♥✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❙✐♥♥❡✳ ❍✐❡r ❤✐❧❢t ❞✐❡ ❉❡✲
✜♥✐t✐♦♥ ✈♦♥ ❘②s③❛r❞ ▼✐❝❤❛❧s❦✐ ✈♦♥ ✶✾✽✻✿ ✒▲❡r♥❡♥ ✐st ❞❛s ❑♦♥str✉✐❡r❡♥ ♦❞❡r ❱❡rä♥❞❡r♥
✈♦♥ ❘❡♣räs❡♥t❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥✏✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt ❡✐♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡s ❙②st❡♠ ❤❛t ❡✐♥❡
❣❡✇✐ss❡ ▼❡♥❣❡ ❛♥ ❉❛t❡♥ ✭❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥✮ ✉♥❞ s♦❧❧ ❛✉s ❞✐❡s❡♥✱ ♥❡✉❡s ❲✐ss❡♥ ❦♦♥str✉✲
✐❡r❡♥ ♦❞❡r s❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r♥✳ ❲♦♠✐t ♠❛♥ ③✉ ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ■♥❢❡r❡♥③❛rt❡♥ ❉❡❞✉❦t✐♦♥✱
■♥❞✉❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❆❜❞✉❦t✐♦♥ ❦♦♠♠t✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ▲♦❣✐❦ ✇✐❡❞❡r✜♥❞❡♥
✉♥❞ ❞❛s ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣s✇❡s❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❍✐❡r ✐st ♥❡✉❡s ♦❞❡r ❛✉❝❤ ❡r❧❡r♥t❡s ❲✐ss❡♥
❧♦❣✐s❝❤ ❛✉s ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❲✐ss❡♥ ♦❞❡r ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ❣❡s❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡rt✳ ❉❡r ❇❡❣r✐✛ ❉❡❞✉❦✲
t✐♦♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❡✐♥❡ s✐❝❤❡r❡ ❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣ B ❛✉s ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❲✐ss❡♥ W ✳ ❆❜❞✉❦t✐♦♥
✉♥❞ ■♥❞✉❦t✐♦♥ s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ✉♥s✐❝❤❡r❡ ❙❝❤❧✉ss✇❡✐s❡♥✱ ❤✐❡r ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❊r❦❧är✉♥❣ E ❢ür ❡✐♥❡
❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ B ♠✐t ❞❡♠ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❲✐ss❡♥ W ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ❜③✇✳ ❛✉s ✈✐❡❧❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥
✇✐r❞ ✉♥s✐❝❤❡r❡s ❲✐ss❡♥ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✳ ❉✐❡s❡ ❍❡r❛♥❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡ ❦♦♠♠t ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤
❞❡r ▲♦❣✐❦ ✉♥❞ ❡✐❣♥❡t s✐❝❤ ❛❧s ❱❡rst❡❤❡♥s❣r✉♥❞❧❛❣❡✳ ❉❛s ♠♦❞❡r♥❡ ♠❛s❝❤✐♥❡❧❧❡ ▲❡r♥❡♥
❜❡❢❛sst s✐❝❤ ❡❤❡r ♠✐t ❞❡r ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡♠ ❋✐♥❞❡♥ ❡✐♥❡r ❩✐❡❧❢✉♥❦t✐♦♥ ❬✸❪✳

■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ♠❛s❝❤✐♥❡❧❧❡♥ ▲❡r♥❡♥s ❣✐❜t ❡s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▲❡r♥❛✉❢❣❛❜❡♥✳ ❍✐❡r s✐♥❞ ❞❛s
ü❜❡r✇❛❝❤t❡✱ ❞❛s ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡ ▲❡r♥❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❱❡rstär❦✉♥❣s❧❡r♥❡♥ ③✉ ♥❡♥♥❡♥✳ ❆✉❢ ❧❡t③✲
t❡r❡s ✇✐r❞ ❤✐❡r ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ❛♠ ❤ä✉✜❣st❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡ ▲❡r♥❛✉❢✲
❣❛❜❡ ✐st ❞✐❡ ❞❡s ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥s✳ ❋ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❣✐❜t ❡s ✉♥✲
t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▲❡r♥✈❛r✐❛♥t❡♥✱ ③✳ ❇✳ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✶✮✱ ❙✉♣♣♦rt
❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✷✮ ✉♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✸✮ ✐♥✲
♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥s ✉♥❞ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt❡ ✷✳✷✳✺ ✉♥❞ ✷✳✷✳✻✮
✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥s✳ ❊✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❊r❧ä✉t❡r✉♥❣ ✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♥ ❆❜✲
s❝❤♥✐tt ✷✳✷ ✇✐❡❞❡r✳

❊✐♥❡ ▲❡r♥❛✉❢❣❛❜❡ ✐st ❞❡✜♥✐❡rt ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❊✐♥❣❛❜❡♥✱ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ ❆✉s❣❛✲
❜❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❙②st❡♠ ❧❡r♥t✱
✇❡♥♥ ❡s ❜❡✐ ❞❡♥ ❊✐♥❣❛❜❡♥ ✉♥t❡r ❊✐♥❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭③✳ ❇✳ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❑♦s✲
t❡♥✱ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ♦❞❡r ▲❛✉❢③❡✐t✮ ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ ❆✉s❣❛❜❡♥ ❡r③❡✉❣t✳

■♥ ❞❡r Pr❛①✐s s✐♥❞ ③✇❡✐ ❣r♦ÿ❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤❡ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ✒✐♥✲
t❡r❛❦t✐✈❡ ❆♥❛❧②s❡ ✈♦♥ ✈♦r❤❡r ❣❡s❛♠♠❡❧t❡♥ ❉❛t❡♥❜❡stä♥❞❡♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤✲
r❡♥✏ ❬✷❪ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❞✐❡ ✒❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ❊r③✐❡❧✉♥❣ ❛❞❛♣t✐✈❡♥
❱❡r❤❛❧t❡♥s✏ ❬✷❪✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡ ❇❡r❡✐❝❤ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❡✐♥ ❙②st❡♠✱ ✇❡❧❝❤❡s ❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞ ❉❛t❡♥
❜❡❦♦♠♠t✱ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r❡r Pr♦❣♥♦s❡♥ ❣❡tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❉✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✭s✳ ❑❛✲

✸



✷✳✶ ▼❉▲ ✉♥❞ ❖❝❝❛♠s ❘❛③♦r ✷ ●❘❯◆❉▲❆●❊◆

♣✐t❡❧ ✺✮ s✐♥❞ ✐♠ ❡rst❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❛♥③✉s✐❡❞❡❧♥✱ ❞❛ ❡✐♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡r✱ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✈❡rä♥❞❡r♥❞❡r✱
❉❛t❡♥s❛t③ ❛❧s ❊✐♥❣❛❜❡ ❣❡♥✉t③t ✇✐r❞✳

▼❛s❝❤✐♥❡❧❧❡s ▲❡r♥❡♥ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ✐♥ ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥st❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❣❡❜✐❡t❡♥✳ ❙♦ ❦❛♥♥
❡s ③✳ ❇✳ ❦♦❣♥✐t✐♦♥s♦r✐❡♥t✐❡rt✱ t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ♦❞❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐s❝❤✲❛♥✇❡♥❞✉♥❣s♦r✐❡♥t✐❡rt s❡✐♥✳
■♠ ❦♦❣♥✐t✐♦♥s♦r✐❡♥t✐❡rt❡♥ ●❡❜✐❡t ❡r❤♦✛t ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❛s ▲❡r♥❡♥ ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡s ▼❡♥s❝❤❡♥
❜❡ss❡r ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥ ✉♥❞ ♥✉t③t ❤✐❡r❢ür ❈♦♠♣✉t❡r♠♦❞❡❧❧❡✳ ■♠ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❚❡✐❧ st❡❧❧t ♠❛♥
s✐❝❤ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✇❛s ❢ür ▲❡r♥❛✉❢❣❛❜❡♥ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡♠ ❆✉❢✇❛♥❞ ③✉ ✈❡r✇✐r❦❧✐❝❤❡♥ s✐♥❞✳ ■♠
❛❧❣♦r✐t❤♠✐s❝❤✲❛♥✇❡♥❞✉♥❣s♦r✐❡♥t✐❡rt❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ♠ö❝❤t❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ♣r❛❦t✐s❝❤❡♥ ◆✉t③❡♥
❡r❤❛❧t❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❤✐❡r ❞✐❡ ❙②st❡♠❡ ✐♥ ❞❡r Pr❛①✐s r❡❧❡✈❛♥t❡ ▲❡r♥❛✉❢❣❛❜❡♥ ❧ös❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❆✉❝❤ ✐♥ ❞❡r tä❣❧✐❝❤❡♥ ◆✉t③✉♥❣ ❞❡s ■♥t❡r♥❡ts ♦❞❡r ✐♠ ✐♥t❡r❛❦t✐✈❡♥ ❆♥❛❧②s✐❡r❡♥ ✈♦♥ ❉❛✲
t❡♥❜❡stä♥❞❡♥✱ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡ss❡♥ ③✳ ❇✳ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t❡ ❛✉s ❞❡r ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ❉❛✲
t❡♥♠❡♥❣❡ ❡r❢♦rs❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞❛s ♠❛s❝❤✐♥❡❧❧❡ ▲❡r♥❡♥ ✇✐❡❞❡r ❬✷❪✳ ❉✐❡ ✐♥
❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ s✐♥❞ ✐♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐s❝❤✲❛♥✇❡♥❞✉♥❣s♦r✐❡♥t✐❡rt❡♥
❇❡r❡✐❝❤ ③✉ ✜♥❞❡♥✳

❑♦♥❦r❡t❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❣❡❜✐❡t❡ s✐♥❞ ③✳ ❇✳ ❙②st❡♠❡✱ ✉♠ ❍❛♥❞s❝❤r✐❢t ♦❞❡r ❙♣r❛❝❤❡ ❛✉t♦✲
♠❛t✐s❝❤ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❍✐❡r ❜❡st❡❤t ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❡s ✈✐❡❧❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡
❉❛rst❡❧❧✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇✉❝❤st❛❜❡♥s ❣✐❜t✱ ❞❛ ❥❡❞❡r ▼❡♥s❝❤ ❡✐♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❍❛♥❞✲
s❝❤r✐❢t ❤❛t✳ ❉❛s ❩✐❡❧ ✐st ❡s ❛❧s♦✱ ❞❡♠ ❙②st❡♠ ❜❡✐③✉❜r✐♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ▼❡r❦♠❛❧❡
❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙②♠❜♦❧❡ ❤❛❜❡♥✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡s❡ ✐♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥st❡♥ ❋♦r♠❡♥ ❡r❦❛♥♥t ✇❡r❞❡♥
❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st ❞✐❡ ❊r❦❡♥♥✉♥❣ ✈♦♥ ●❡s✐❝❤t❡r♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r P♦❧✐③❡✐❛r✲
❜❡✐t ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ♠üss❡♥ ▼❡r❦♠❛❧❡ ❡r❦❛♥♥t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ●❡s✐❝❤t❡r
❛✉s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ P❡rs♣❡❦t✐✈❡♥ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❆✉❝❤ ❙♣r❛❝❤❡ ❦❛♥♥ ❡r❦❛♥♥t ✇❡r❞❡♥✳
❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❜r❛✉❝❤❡♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❢ür ❞❛s✱ ✇❛s ❡✐♥ ▼❡♥s❝❤ ❣❛♥③ ✐♥t✉✐t✐✈ ❤❡r❛✉s❤ör❡♥ ✉♥❞
ü❜❡rs❡t③❡♥ ❦❛♥♥✱ ❡✐♥❡ s❡❤r ❣r♦ÿ❡ ❉❛t❡♥s❛♠♠❧✉♥❣ ♠✐t ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥✱ ✇✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲♦r✲
t❡ ❛✉s❣❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❊✐♥ ❛♥❞❡r❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❢❛❧❧ ✐st ❞❛s s❡❧❜ststä♥❞✐❣❡ ◆❛✈✐❣✐❡r❡♥ ✈♦♥ ❘♦❜♦t❡r♥ ♦❞❡r ❋❛❤r✲
③❡✉❣❡♥✳ ❍✐❡r❢ür ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❲✐tt❡r✉♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❣❡❧❡r♥t ✉♥❞ ❡r✲
❦❛♥♥t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛♠✐t ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ r❡❛❣✐❡r❡♥ ❦❛♥♥ ❬✹❪✳

✷✳✶ ▼❉▲ ✉♥❞ ❖❝❝❛♠s ❘❛③♦r

❉❛s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭▼❉▲✮ ✇✉r❞❡ ✶✾✼✽ ✈♦♥ ❏♦r♠❛ ❘✐ss❛♥❡♥
❬✺❪✱ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ❑♦❧♠♦r♦❣♦✈✲❑♦♠♣❧❡①✐tät✱ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ✐st ❡✐♥ ❣❡♥❡r❡❧❧❡s Pr✐♥✲
③✐♣ ❢ür ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✐♥❞✉❦t✐✈❡r ■♥❢❡r❡♥③ ❬✻❪✳ ❉✐❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❑♦♠♣❧❡①✐tät ❣✐❜t ❡✐♥
▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③✐❡r❜❛r❦❡✐t ❡✐♥❡r ❩❡✐❝❤❡♥❦❡tt❡ ❛♥✱ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❦ür③❡s✲
t❡♥ Pr♦❣r❛♠♠s✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡s❡ ❩❡✐❝❤❡♥❦❡tt❡ ❡r③❡✉❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ▼✐t ❞❡r
❑♦♠♣❧❡①✐tät ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡st❡ ❑♦♠♣r✐♠✐❡r❜❛r❦❡✐t ❞❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ ❤❡r❛✉s✜♥❞❡♥✳
❍✐❡r❜❡✐ ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❯♥❦♦♠♣r✐♠✐❡r❜❛r❦❡✐t
❞❡r ❩❡✐❝❤❡♥❦❡tt❡ st❡✐❣t✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ✉♥❞ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❩❡✐❝❤❡♥❦❡tt❡ ❛♥♥ä❤❡r♥✳
❋ür ❞✐❡s❡♥ ❋❛❧❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❩❡✐❝❤❡♥❦❡tt❡ ✉♠ ❡✐♥❡ ③✉❢ä❧❧✐❣❡
❆❜❢♦❧❣❡ ❤❛♥❞❡❧t✱ ❞✐❡ ❦❡✐♥❡r❧❡✐ ❘❡❣❡❧♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ✐♥♥❡ ❤❛t✳ ❉✐❡ ✐♥❞✉❦t✐✈❡ ■♥❢❡r❡♥③ ✐st ❞✐❡
❙❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r✉♥❣✱ ❞✐❡ ❛✉s ❡✐♥❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ▼❡♥❣❡ M ✈♦♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ ❡r❢♦❧❣t
✉♥❞ ❲✐ss❡♥ ❜❡r❡✐tst❡❧❧t✱ ✐♥❞❡♠ ✐♥ M ●❡s❡t③❡ ✉♥❞ ❘❡❣❡❧♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❣❡s✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ■❞❡❡ ✈♦♥ ▼❉▲ ✐st✱ ❞✐❡ ◆✉t③✉♥❣ ❥❡❞❡r ❘❡❣❡❧♠äÿ❣❦❡✐t ③✉r ❉❛t❡♥❦♦♠♣r✐♠✐❡r✉♥❣✳ ❏❡
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♠❡❤r ❘❡❣❡❧♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❡s ✐♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❣✐❜t✱ ✉♠s♦ ❣röÿ❡r ✐st ❞✐❡ ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥sr❛t❡ ❞❡r
❉❛t❡♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ✇✐❡❞❡r✉♠✱ ❞❛ss ❉❛t❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❡s ❦❡✐♥❡ ❘❡❣❡❧♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❣✐❜t✱
❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ❦♦♠♣r✐♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❧s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❋ä❤✐❣❦❡✐t
③✉r ❑♦♠♣r✐♠✐❡r✉♥❣ ❛❧s ❞❛s ❋✐♥❞❡♥ ✈♦♥ ❘❡❣❡❧♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❛✉✛❛ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s
♠✉ss ♠❛♥ ③✉ ❥❡❞❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ s❡✐♥✱ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ③✉ ❞❡❦♦♠♣r✐♠✐❡r❡♥ ✉♥❞ ✐♥
✐❤r❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✳

❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ♠❛♥ ❤❛t ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❩❡✐❝❤❡♥❦❡tt❡✱ ✐♥ ❞❡r s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❘❡❣❡❧♠äÿ❣❦❡✐t
✜♥❞❡♥ ❧ässt✳ ❩✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧

010101010101010101010101 . . . 010101010101

❜❡✐ ❞❡r ✶✵✵ ♠❛❧ ❤✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❞✐❡ ❩❡✐❝❤❡♥❢♦❧❣❡ 0101 ✇✐❡❞❡r❤♦❧t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡s ✐st s♣r❛❝❤✲
❧✐❝❤ s❡❤r s❝❤♥❡❧❧ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✿ ✒❙❝❤r❡✐❜❡ ✶✵✵ ♠❛❧ 0101 ❤✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❛✉❢✏✳ ◆✉♥ ❜❡♥ö✲
t✐❣t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡✱ ✉♠ ❞❡♥ s♣r❛❝❤❧✐❝❤❡♥ ❆♥s❛t③ ③✉ ❢♦r♠❛❧✐s✐❡r❡♥ ✉♥❞
✐♥ ❡✐♥ ❆❧♣❤❛❜❡t ③✉ ü❜❡rs❡t③❡♥✳ ❊✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❉❛t❡♥s❡q✉❡♥③
✐♥ ❡✐♥❡ ❙❡q✉❡♥③ ✈♦♥ ❇✐ts✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✉♥ ❡✐♥ Pr♦❣r❛♠♠ s❝❤r❡✐❜❡♥ ♠ö❝❤t❡✱ ✇❡❧❝❤❡s
❣❡♥❛✉ ❞✐❡s❡ ❙❡q✉❡♥③ ❛✉s❣✐❜t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❦ür③❡st❡ ▲ös✉♥❣ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❍✐❡r ✇✐r❞ ❡✐♥❢❛❝❤ ♥✉r ❞✐❡ ❙❡q✉❡♥③ 01 ✷✵✵ ♠❛❧ ❛✉s❣❡❣❡❜❡♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✶ ✿ ❇❡✐s♣✐❡❧❝♦❞❡
✶ ❢♦r ✐❂✶ t♦ ✷✵✵ ❞♦
✷ ♣r✐♥t✭✵✶✮

❉✐❡ ♦❜❡♥ ❡r✇ä❤♥t❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❑♦♠♣❧❡①✐tät ✐st ❞❡✜♥✐❡rt ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❡✐♥❡s s♦❧✲
❝❤❡♥ Pr♦❣r❛♠♠s✱ ✇❛s ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡ ❙❡q✉❡♥③ ❛✉s❞r✉❝❦t✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✐st ❡s ❥❡❞♦❝❤
s❝❤✇✐❡r✐❣ ❞✐❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✲❑♦♠♣❧❡①✐tät ❛✉❢ r❡❛❧❡ ▲❡r♥♣r♦❜❧❡♠❡ ❛♥③✉✇❡♥❞❡♥✱ ❞❛ s✐❡ ❤ä✉✲
✜❣ ♥✐❝❤t ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞❛ss ❡s ❦❡✐♥ Pr♦❣r❛♠♠ ❣✐❜t✱ ❞❛s ❢ür ❡✐♥❡♥
❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ D ❞❛s ❦ür③❡st❡ Pr♦❣r❛♠♠ K ③✉rü❝❦❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ✐♥ ❡♥❞❧✐✲
❝❤❡r ❩❡✐t t❡r♠✐♥✐❡rt✳ ❩✉❞❡♠ ❣✐❜t ❡s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥ Pr♦❣r❛♠♠✱ ✇❡❧❝❤❡s ♥✉r
❞✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡ ▲ä♥❣❡ ✈♦♥ K ❛✉s❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼❛♥ ❤❛t ③✉❞❡♠ ✐♠♠❡r ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡✱
❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ③❡♥tr❛❧❡ ■❞❡❡
✈♦♥ ▼❉▲ ✐st✱ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤s❡t③✉♥❣ ❞❡s ▲❡r♥❡♥s ♠✐t ❞❡♠ ❆✉✣♥❞❡♥ ✈♦♥ ❘❡❣❡❧♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥
✐♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥✳ ❊s ❡①✐st✐❡r❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ▼❉▲✱ ✇❡❧❝❤❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉r ✐♥❞✉❦t✐✈❡♥ ■♥❢❡r❡♥③ ❧✐❡❢❡r♥✳ ❆❜❡r ❡s ❣✐❜t ❦❡✐♥❡ ✒❡✐♥③✐❣❡✱ ♦♣t✐♠❛❧❡ ▼❉▲
▼❡t❤♦❞❡✴Pr♦③❡❞✉r✏ ❬✻❪✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❢❡st❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❛♥ ❞❡r ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❈♦❞✐❡r✉♥❣
❡✐♥❡r ❙❡q✉❡♥③ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt ✐st✳ ❈♦❞✐❡r✉♥❣ ❜❡❞❡✉t❡t ❤✐❡r✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❩❡✐❝❤❡♥❦❡tt❡
♠✐t❤✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❆❧♣❤❛❜❡ts ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇✐r❞✳

❲✐❡ s❝❤♦♥ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❡r✇ä❤♥t✱ ✐st ❞✐❡ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢ür ▼❉▲ ❞❛s Pr✐♥③✐♣ ❞❡r
❙♣❛rs❛♠❦❡✐t✱ ❛✉❝❤ ❖❝❦❤❛♠s ❘❛s✐❡r♠❡ss❡r ✭❖❝❝❛♠s ❘❛③♦r ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✮✮ ❣❡♥❛♥♥t✱
✇❡❧❝❤❡s ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❜❡✐ ♠❡❤r❡r❡♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ♥✉t③t✳
▼❉▲ ❤✐❧❢t ❛❧s♦ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ D ✉♥❞ ❡✐♥❡r ▼❡♥❣❡ ❛♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ H✱
❞❛s H ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ D ❛♠ ❜❡st❡♥ ❦♦♠♣r✐♠✐❡rt ✇✐r❞ ❬✻❪✳
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✷✳✶✳✶ ❑♦❞✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❊♥tr♦♣✐❡

❑♦❞✐❡r✉♥❣ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❡✐♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❙❡q✉❡♥③ ✈♦♥ ❙②♠❜♦❧❡♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❙❡✲
q✉❡♥③ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡ ❙②♠❜♦❧❡ ❦♦♠♠❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❆❧♣❤❛❜❡t✱ ✇❡❧❝❤❡s ❛✉s ❡✐♥❡r
❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ▼❡♥❣❡ ❜❡st❡❤t✳ ❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ♠❛♥ s✉❝❤t ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❑♦❞✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ❙❡✲
q✉❡♥③ x∈X n✱ ✇♦❜❡✐ X n ❞✐❡ ▼❡♥❣❡ ❛❧❧❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❞❛rst❡❧❧t ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞
❡♥❞❧✐❝❤ ✉♥❞ ❛❜③ä❤❧❜❛r ✐st✳ ❖❤♥❡ ❡✐♥❡♥ ❱❡r❧✉st ❞❡r ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❣ü❧t✐❣❦❡✐t ③✉ r✐s❦✐❡r❡♥✱ ❧ässt
s✐❝❤ xn ♠✐t ❞❡♥ ❙②♠❜♦❧❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❆❧♣❤❛❜❡t X = {0, 1} ❦♦❞✐❡r❡♥✳ ❙♦❧❧ ③✳ ❇✳ ❞✐❡ ❙❡✲
q✉❡♥③ cabbab ♠✐t a = 0, b = 10, c = 11 ❦♦❞✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ s♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡
❑♦❞✐❡r✉♥❣ 1101010010✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ♦❤♥❡ ❱❡r❧✉st ❞❡❦♦❞✐❡r❡♥ ❧ässt ❬✻❪✳ ❯♠ ❞✐❡ ❉❛t❡♥
③✉ ❦♦❞✐❡r❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❡✐♥❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞❡✳ ❉✐❡s❡ ♦r❞♥❡t ❞✐❡ ❙❡✲
q✉❡♥③❡♥ ❞❡♥ ♥❡✉❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣❡♥ ③✉✳

❉✐❡ ❑r❛❢t✲❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❢ür ❥❡❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞❡ C✱ ❢ür ❡✐♥ ❡♥❞❧✐❝❤❡s
❆❧♣❤❛❜❡t A = 1, . . . ,m✱ ❞✐❡ ❲♦rt❧ä♥❣❡ ❞❡s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❈♦❞❡s Lc(1), . . . , Lc(m) ❞✐❡
❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∑

a∈A 2−Lc(a) ≤ 1 ❡r❢ü❧❧❡♥ ♠✉ss✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❊①✐st❡♥③ ❡✐♥❡s
❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❞❡❦♦❞✐❡r❜❛r❡♥ ❈♦❞❡s ❢ür ❞✐❡s❡ ❲♦rt❧ä♥❣❡✳ ❉❡r ❇❡✇❡✐s ❤✐❡r❢ür ✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♥
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✈♦♥ P❡t❡r ●rü♥✇❛❧❞ ✭❬✻❪✱ ❙✳ ✾✷✮✳

❙❡✐ p ❡✐♥❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ü❜❡r X n✱ ❞❛♥♥ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡♥ ❈♦❞❡ C ❢ür X n✱
s♦❞❛ss ∀xn ∈ X n, Lc(x

n) = − logP (xn) ❣✐❧t✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ③✉ ❡✐♥❡r ❣r♦ÿ❡♥
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❡✐♥❡ ❦✉r③❡ ❈♦❞❡❧ä♥❣❡ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇✐r❞ ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❊♥tr♦♣✐❡✳ ❉✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ♠✐sst ❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✐♥ ❡✐♥❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤✲
❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ p ❬✼❪ ✉♥❞ ✐st ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❞❡✜♥✐❡rt✿

H(p) = −
∑

x∈X

p(x) log p(x)

▼✐t ❞✐❡s❡♠ ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞ ❧ässt s✐❝❤ ♥✉♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡r❦❧är❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✐st ❞✐❡
❊♥tr♦♣✐❡ ✈♦♥ p✱ ❞✐❡ ❡r✇❛rt❡t❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❇✐ts✱ ❞✐❡ ❜❡♥öt✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ p ♠✐t ❞❡♠
♦♣t✐♠❛❧❡♥ ❈♦❞❡ ③✉ ❦♦❞✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐st ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ●röÿ❡ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r
❑♦♠♣❧❡①✐tät ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷✮ ✉♥❞ ✇✐r❞ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t✳

✷✳✷ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥

❊s ❣✐❜t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❣✐❜t ❡s ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣
③✇✐s❝❤❡♥ ü❜❡r✇❛❝❤t❡♠ ✉♥❞ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♠ ▲❡r♥❡♥✳

■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥s ✇✐r❞ ❛✉s ❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥✱
❞✐❡ ❛❧❧❡ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❣❡❧❡r♥t✱ ♠✐t ❞❡r
s✐❝❤ ✇❡✐t❡r❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❦❧❛ss✐✜③✐❡r❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❆❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✐♠ ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥ s✐♥❞
♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt✶✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❜❡✐ ❞❡r ❙✉❝❤❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❛❜❜✐❧❞❡♥❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✭s✳
❉❡❢✳ ✷✮ ♥✐❝❤t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❋♦r♠❡❧♥ ❛✉s♣r♦❜✐❡rt✱ s♦♥❞❡r♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❋♦r♠❡❧ ü❜❡r

✶❊s ❣✐❜t s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ♥✐❝❤t✲♣❛r❛♠❡tr✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡✱ ③✳ ❇✳ ●❛✉ÿs❝❤❡ Pr♦③❡ss❡✳ ❉✐❡s❡ stüt③❡♥ ✐❤r❡
❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡ ❞❡r ❊✐♥❣❛❜❡❞❛t❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡♥ ❛❜❡r ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛❜❣❡s♣❡✐❝❤❡rt
✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ s✐❡ ❛❧s P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥s ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳

✻



✷ ●❘❯◆❉▲❆●❊◆ ✷✳✷ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥

P❛r❛♠❡t❡r θ ❤❛t✳ ➘♥❞❡rt s✐❝❤ ♥✉♥ θ✱ ❞❛♥♥ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✳ ❯♠ ❞✐❡
●üt❡ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ ③✉ ♠❡ss❡♥✱ ♥✉t③t ♠❛♥ ❡✐♥❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥ ✭s✳ ❉❡❢✳ ✸✮✱
❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ✇✐❡ ❣✉t ♦❞❡r s❝❤❧❡❝❤t θ ❛✉❢ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ✐st✳ ❩✐❡❧ ✐st ❡s ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥
③✉ ♠✐♥✐♠✐❡r❡♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ Ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥❡♥✳
●❡❣❡❜❡♥ s❡✐ ❡✐♥ ❉❛t❡♥s❛t③ D = {(x, y)i}1≤i≤N ♠✐t |D| = N ■♥st❛♥③❡♥ (x, y)✱ ✇♦✲
❜❡✐ ❥❡❞❡ ■♥st❛♥③ ❛✉s ❡✐♥❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ x ∈ X ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ▲❛❜❡❧ y ∈ Y ❜❡st❡❤t✳ ■♥
❞❡r ❘❡❣❡❧ ✐st ❞✐❡ ❉♦♠ä♥❡ X ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥ ❑r❡✉③♣r♦❞✉❦t
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❡✐♥③❡❧♥❡r ❉♦♠ä♥❡♥ X = X1 ⊗ X2 ⊗ · · · ⊗ Xn ✭③✳ ❇✳ X = R

n✮✳ ❉✐❡ ❉♦✲
♠ä♥❡ ❞❡s ▲❛❜❡❧s ✐st ❞❛❣❡❣❡♥ ♥✉r ✐♠ ❋❛❧❧ ✈♦♥ str✉❦t✉r❡❧❧❡♥ ▲❛❜❡❧♥ ♠❡❤r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱
❛♥s♦♥st❡♥ 1✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❉✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡s ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥s ❜❡st❡❤t ✐♠ ❆✉✣♥❞❡♥
❡✐♥❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f : X → Y ♠✐t f ∈ F ✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ ✐♥ D ♠ö❣❧✐❝❤st
❣✉t ✒r❡♣r♦❞✉③✐❡r❡♥✏ s♦❧❧✳ ❉✐❡ ●üt❡ ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥ ❣❡♠❡ss✲
❡♥✳ ❑♦♥❦r❡t❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥r❛✉♠ F ✉♥❞ ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥
❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥✳

❊✐♥ ❣✉t❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❤✐❡r❢ür s✐♥❞ ❋✐❧t❡r ❢ür ✉♥❡r✇ü♥s❝❤t❡ ❊✲▼❛✐❧s✳ ❉❡r ❊✲▼❛✐❧ ❈❧✐❡♥t ❜❡✲
❦♦♠♠t ✈♦♠ ◆✉t③❡r ❡✐♥❡ ❱♦r❣❛❜❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ■♥❤❛❧t❡ ♦❞❡r ❆❜s❡♥❞❡r ❛❧s ❙♣❛♠ ❡✐♥❣❡st✉❢t
✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥ ✉♥❞ ❛♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❛♥♥ ❞❛s Pr♦❣r❛♠♠ ❞✐❡ ❜❡tr♦✛❡♥❡♥ ◆❛❝❤✲
r✐❝❤t❡♥ ✜❧t❡r♥ ✉♥❞ ❛❧s ❙♣❛♠ ❞❡❦❧❛r✐❡r❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❛❧s♦ ❛✉s ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❊✐♥✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛✲
❜❡❞❛t❡♥ ❡✐♥❡r ❚r❛✐♥✐♥❣s♠❡♥❣❡ ❣❡❧❡r♥t ✉♥❞ ❞❛♥❛❝❤ ❦❛♥♥ ❞❛s ●❡❧❡r♥t❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❚❡st♠❡♥✲
❣❡ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✐st ❡s ✇✐❝❤t✐❣✱ ❞❛ss ❡s ♥✐❝❤t ③✉ ❡✐♥❡r Ü❜❡r❛♥♣❛ss✉♥❣
✭❖✈❡r✜tt✐♥❣✮ ❦♦♠♠t✳ ❱♦♥ ❡✐♥❡r Ü❜❡r❛♥♣❛ss✉♥❣ ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s s♣r✐❝❤t ♠❛♥✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤
❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ❣❡♥❛✉ ❞❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ ❛♥♣❛sst ✉♥❞ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s❝❤♦♥ ❛❧s ❆✉s✲
r❡✐ÿ❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❜③✇✳ ❢❛❧s❝❤❡ ❉❛t❡♥ ♠✐t❡✐♥❜❡③✐❡❤t✳ ❍✐❡r ❡♥tst❡❤t ❞❛s Pr♦❜❧❡♠✱ ❞❛ss
♥❡✉❡ ❚❡st❞❛t❡♥ ♥✐❝❤t r✐❝❤t✐❣ ❦❧❛ss✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ◆✉r ❞✐❡ ❚r❛✐♥✐♥❣s❞❛t❡♥ ✇❡r❞❡♥
❛❧s ✒r✐❝❤t✐❣✏ ❡✐♥❣❡st✉❢t✱ ❞❛ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞✐❡s❡ ❛✉s✇❡♥❞✐❣ ❣❡❧❡r♥t ❤❛t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❤❛t ❞❛s
▼♦❞❡❧❧ ③✉sät③❧✐❝❤❡✱ ✐rr❡❧❡✈❛♥t❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥♥❡✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ③✉♠ ❊✐♥♦r❞♥❡♥ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❖✈❡r✜tt✐♥❣ ✈❡rs❝❤❧❡❝❤t❡rt ❞✐❡ ❙❝❤ät③❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡s ▼♦✲
❞❡❧❧s ✉♥❣❡♠❡✐♥✱ ❞❛ ❡s ♥✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❙t✐❝❤♣r♦❜❡✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❤❡✐t
❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t ✐st✳ ❱❡r♠❡✐❞❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠✱ ✐♥❞❡♠ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣❡r✐♥❣❡✱ ❥❡✲
❞♦❝❤ tr♦t③❞❡♠ ♠ö❣❧✐❝❤st ✉♠❢❛ss❡♥❞❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ③✉r ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❣❡♥✉t③t
✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❡✐♥❡s ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ❚r❛✐♥✐♥❣s❞❛t❡♥s❛t③❡s ♠✐t ♠ö❣❧✐❝❤st ✉♠❢❛♥❣r❡✐❝❤❡♥
❉❛t❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣✱ ✉♠ ❡✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❣ü❧t✐❣❡s ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥✳
●❡❣❡❜❡♥ s❡✐ ❡✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ❊✐♥❣❛❜❡✈❡❦t♦r x ∈ R

n ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❆✉s❣❛❜❡✈❛r✐❛❜❧❡ y ∈ R

♠✐t ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t p(x, y)✳ ●❡s✉❝❤t ✐st ♥✉♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(x)✱ ✉♠ y ✈♦r✲
❤❡rs❛❣❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥ L(y, f(x)) ❜❡♥öt✐❣t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡
❉✐s❦r❡♣❛♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❱♦r❤❡rs❛❣❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ✇✐r❦❧✐❝❤❡♥ ❉❛t❡♥ ❞❛rst❡❧❧t✳ ❙❡❤r ❤ä✉✜❣
✇✐r❞ ❞✐❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✭♦❞❡r ❛✉❝❤ ❞❡r q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋❡❤❧❡r✮✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡
❞❡r ❦❧❡✐♥st❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t L(y, f(x)) = (y−f(x))2✱ ❛❧s ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈ ③✉♠ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲▼❡t❤♦❞❡
❣❡♥✉t③t✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ✈♦♥ ❞❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❥❡♥❡r ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❡r ❞✐❡ ❣röÿt❡ ❲❛❤r✲
s❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❤❛t✱ s♦❞❛ss ❞✐❡ ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t❡♥ ❆✉s❣❛❜❡❞❛t❡♥ r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✿ ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ✐♥ ❥❡❞❡r ❘✉♥❞❡ ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❛✉s✲
❣❡❧❛ss❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❘❡st ❛❧s ❚❡st❞❛t❡♥s❛t③ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

❋ür ❞✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✷ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ✇✐r❞ ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡
❍✐♥❣❡ ▲♦ss ❣❡♥✉t③t✳ ❉✐❡s❡ ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥ ✐st ❞❡✜♥✐❡rt ❞✉r❝❤✿

L (β,x, y) = max (0, 1− y · (〈w,x〉+ b)) ,

♠✐t β =

(

w

b

)

✳

■♠ Pr♦❜❧❡♠❢❡❧❞ ❞❡s ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥s ❣✐❜t ❡s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆♥❛❧②s❡❢♦r♠❡♥ ❢ür ❞✐❡
❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥✳ ❍✐❡r s✐♥❞ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✉♥❞ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ③✉ ♥❡♥♥❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❘❡✲
❣r❡ss✐♦♥s♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❞ ❞✐❡ ❆✉s❣❛❜❡❞❛t❡♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈ ✉♥❞ s♦♠✐t ❩❛❤❧✇❡rt❡✳ ❇❡✐ ❞❡r ❑❧❛s✲
s✐✜❦❛t✐♦♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❞✐s❦r❡t❡ ❲❡rt❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆✉s❣❛❜❡✇❡rt❡ s✐♥❞ ✐♥
❑❧❛ss❡♥ ❡✐♥③✉t❡✐❧❡♥

❯♠ ❜❡✐ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✮ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ▼❡✲
t❤♦❞❡ ❛✉❢ ❜✐s❤❡r ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❉❛t❡♥ ✈❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞✱ ❜❡❞✐❡♥t ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❡♠ ❱❡r❢❛❤r❡♥
❞❡r ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣✳ ❍✐❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✐♥ ❚r❛✐♥✐♥❣s✲ ✉♥❞ ❚❡st❞❛t❡♥sät③❡ ❛✉❢❣❡✲
t❡✐❧t✳ ❊s ✐st ❞✐❡ ✇❡✐t✈❡r❜r❡✐t❡tst❡ ✉♥❞ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ ✉♠ ♠✐t ❱♦r❤❡rs❛❣❡❢❡❤❧❡r♥
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✉♠③✉❣❡❤❡♥✳ ❉❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ s❝❤ät③t ❞❡♥ ●❡s❛♠t❢❡❤❧❡r ❞❡r ❱♦r❤❡rs❛❣❡✿
Err = E [L(y, f(x)]✱ ❛❧s♦ ❞❡♥ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt ❞❡r ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥✳ ❲❡♥♥ ❣❡♥ü❣❡♥❞
❉❛t❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ stä♥❞❡♥✱ ❜rä✉❝❤t❡ ♠❛♥ ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ♥✐❝❤t✱ ❞❛ ♠❛♥ ❞✐r❡❦t ❡✐♥❡♥
❚❡✐❧ ❞❡r ❉❛t❡♥ ③✉r ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ❜❡♥✉t③❡♥ ❦ö♥♥t❡✳ ❍ä✉✜❣ s✐♥❞ ❛❜❡r ③✉ ✇❡♥✐❣ ❉❛t❡♥
❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❡s ✐st ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧✱ ❞✐❡s❡ ✐♥ ❚r❛✐♥✐♥❣s✲ ✉♥❞ ❚❡st♠❡♥❣❡ ❛✉❢③✉t❡✐❧❡♥✱ s♦❞❛ss
♠❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ③✉rü❝❦❣r❡✐❢❡♥ ♠✉ss✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ✇✐r❞ ❤✐❡r❜❡✐ ❞❡r
❉❛t❡♥s❛t③ ✐♥ ❚r❛✐♥✐♥❣s✲ ✉♥❞ ❚❡st❞❛t❡♥ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t✳ ❉✐❡s❡r ❱♦r❣❛♥❣ ✇✐r❞ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✲
❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥t❡✐❧✉♥❣❡♥ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t ✉♥❞ ❢ür ❥❡❞❡ ❘✉♥❞❡ ✇✐r❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❞❡r ❋❡❤❧❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t✳
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❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❘✉♥❞❡♥ ✇✐r❞ ♠❡✐st❡♥s ❛✉❢ ❢ü♥❢ ♦❞❡r ③❡❤♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶
s♦❧❧ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❞❡r ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ●❡❣❡❜❡♥ ✐st ❡✐♥ ❉❛t❡♥s❛t③
D = {D1, D2, D3, D4}✱ ♠✐t Di 6= 1✳ ❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ♠❛♥ ❦r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡rt ♥✉♥ ü❜❡r ✈✐❡r
❘✉♥❞❡♥✱ ❞❛♥♥ ✐st ✐♥ ❥❡❞❡r ❘✉♥❞❡ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ❛❧s ❚r❛✐♥✐♥❣s❞❛t❡♥s❛t③
❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳ ❋ür ❞✐❡ i✲t❡ ❘✉♥❞❡ ✇✐r❞ ❥❡✇❡✐❧s ❞❡r i✲t❡ ❉❛t❡♥s❛t③ ❛✉s❣❡❧❛ss❡♥ ✉♥❞ ③✉r
❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ❣❡♥✉t③t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❛♥♥ ❡s ❤✐❡r❜❡✐ ③✉ ❡✐♥❡r ❤♦❤❡♥ ❱❛r✐❛♥③ ❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛
s✐❝❤ ❞✐❡ ❚r❛✐♥✐♥❣s❞❛t❡♥sät③❡ s❡❤r ä❤♥❡❧♥ ❬✸❪✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ❞❛s ❣❡s✉❝❤t❡ θ ❛✉❢ ❞❡♠ ❚r❛✐✲
♥✐♥❣s❞❛t❡♥s❛t③ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥ ❢ür ❞❡♥ ❚❡st❞❛t❡♥s❛t③ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱
✉♠ ❢❡st③✉st❡❧❧❡♥✱ ✇✐❡ ❣✉t ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ✈♦r❤❡r ♥✐❝❤t ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ✐st✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ♦❤♥❡ ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ♠❛♥✉❡❧❧ ✐♥ ③✇❡✐ ❉❛t❡♥sät③❡ t❡✐❧❡♥ ✇ür❞❡✱
❞❛♥♥ ❦ö♥♥t❡ ❡s ♣❛ss✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ③✉❢ä❧❧✐❣ ❜❡s♦♥❞❡rs ❣✉t ♦❞❡r ❜❡s♦♥❞❡rs
s❝❤❧❡❝❤t ✐st ✉♥❞ ❞❡r ❞❛❞✉r❝❤ ❣❡s❝❤ät③t❡ ❋❡❤❧❡r ✉♥③✉✈❡r❧äss✐❣ ✇✐r❞✳ ❯♠ ❞❡♠ ❡♥t❣❡❣❡♥✲
③✉✇✐r❦❡♥ ✐st ❞✐❡ ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ✉♥✉♠❣ä♥❣❧✐❝❤ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥
❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❣❡♥✉t③t✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❞❡r ü❜❡r✲
✇❛❝❤t❡♥ ✉♥❞ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡❧❡r♥t✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❘✉♥❞❡♥❛♥③❛❤❧ K = N ✉♥❞
Di = 1 ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ❞❛♥♥ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❞❛s ❛✉❝❤ ❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t✲❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣✳

❇❡✐♠ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥ ❤❛t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❉❛t❡♥♠❡♥❣❡ D✱ ✇❡✐ÿ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s
♥✐❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❆✉s❣❛❜❡✇❡rt❡ ❡s ❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞❛ss ❛♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐♠ ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥
▲❡r♥❡♥ ❦❡✐♥❡ ❦❧❛ss✐✜③✐❡rt❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❡①✐st✐❡r❡♥✱ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❧❡r♥❡♥
❦❛♥♥✳ ▼❛♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞❛s ❛✉❝❤ ❛❧s ✒▲❡r♥❡♥ ♦❤♥❡ ▲❡❤r❡r✏ ❬✸❪✳ ❉❛s ❩✐❡❧ ❞❡s ✉♥ü❜❡r✲
✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥s ✐st ❡s✱ ❘❡❣❡❧♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥✱ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥
✐♥ p(x) ❤❡r❛✉s③✉✜♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❱❡❦t♦rs x ✐st ❤ä✉✜❣ ✈✐❡❧ ❣röÿ❡r✱ ❛❧s ✐♠
ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ s✐♥❞ ♠❡✐st ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r✳ ▼✐t❤✐❧❢❡ ❞❡s ✉♥✲
ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥s ❦ö♥♥❡♥ ③✳ ❇✳ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❈❧✉st❡r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❞❛s ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡ ▲❡r♥❡♥ s✐♥❞ ❛✉❝❤ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ✈♦♥
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥✳

❯♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❈❧✉st❡r ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ●r✉♣♣❡ ✈♦♥ ❉❛t❡♥♦❜❥❡❦t❡♥ ♠✐t ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❊✐✲
❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt ❖❜❥❡❦t❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❈❧✉st❡rs s✐♥❞ ✐♥ ❣❡✇✐ss❡r ❲❡✐s❡ ä❤♥❧✐❝❤
✉♥❞ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ✈♦♥ ❖❜❥❡❦t❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❈❧✉st❡r♥ ❜❡✜♥❞❡♥✳ ❖❜❥❡❦t❡✱
❞✐❡ ❦❡✐♥❡♠ ❈❧✉st❡r ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❆✉sr❡✐ÿ❡r✱ ◆♦✐s❡ ♦❞❡r ❖✉t❧✐❡r
❣❡♥❛♥♥t✳ ❉✐❡ ●röÿ❡ ✉♥❞ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❈❧✉st❡r ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥
❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛❜✳ ❊s ❣✐❜t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ s♦❧❝❤❡r ❈❧✉st❡r✱
✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt❡♥ ✷✳✷✳✺ ✉♥❞ ✷✳✷✳✻ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❉❛t❡♥ ③✉ ❝❧✉st❡r♥ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss s✐❡ ✐♥ ✐r❣❡♥❞❡✐♥❡r ❆rt ✉♥❞ ❲❡✐s❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✉♥❞ ✐♥
❑❛t❡❣♦r✐❡♥ ❡✐♥❣❡t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r ✐st ✇✐❝❤t✐❣ ③✉ ❡r✇ä❤♥❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣
③✇✐s❝❤❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❦❛t❡❣♦r✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❣✐❜t✳ ❉❛s ❢r❡q✉❡♥t ✐t❡♠s❡t ♠✐♥✐♥❣
✐st ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❚❡❝❤♥✐❦✱ ✉♠ ❉❛t❡♥ ③✉ t②♣✐s✐❡r❡♥✳ ❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❡s s✐♥❞ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
▼❡♥❣❡♥ ♠✐t ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞❛♥♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❋r❡q✉❡♥t ■t❡♠s❡t ▼✐♥✐♥❣
❞❛s Pr♦❜❧❡♠✱ ✇❡❧❝❤❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❤ä✉✜❣ ③✉s❛♠♠❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❊✐♥ ❜❡❧✐❡❜t❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st
❤✐❡r ❞❡r ❊✐♥❦❛✉❢s✇❛❣❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡tr❡✐❜❡r ❡✐♥❡s ❙✉♣❡r♠❛r❦ts ✐st ❡s ✇✐❝❤t✐❣✱ ✇❡❧❝❤❡
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❲❛r❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥ ❣❡❦❛✉❢t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛♠✐t s✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✐❤r❡ Pr♦❞✉❦✲
t❡ ❣❡✇✐♥♥❜r✐♥❣❡♥❞ ♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❍✐❡r❜❡✐ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥ ❦❛t❡❣♦r✐s❝❤❡s
❱❡r❢❛❤r❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ✐♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ♥✐❝❤t ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡✲
s❝❤ä❢t✐❣✳ ❍✐❡r ✇❡r❞❡♥ ♥✉r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❉❛ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣

✾



✷✳✷ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ✷ ●❘❯◆❉▲❆●❊◆

❜❡st❛♥❞ ❞✐❡s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ♥ä❤❡r ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ✐st ❡s ❤✐❡r ❡r✇ä❤♥t✳

■♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✮✱ ❞✐❡ ③✉ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❣❡❤ör❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ✈✐❡r ✈❡rs❝❤✐❡✲
❞❡♥❡ ü❜❡r✇❛❝❤t❡ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡♥✉t③t ✉♥❞ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❆❜s❝❤♥✐tt❡ ✷✳✷✳✶ ❜✐s ✷✳✷✳✹
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✿

❼ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠

❼ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡

❼ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡

❼ ▲✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❉✐❡ ❤✐❡r ❣❡♥✉t③t❡♥ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ k✲♠❡❛♥s ✉♥❞ ❉❇❙❈❆◆ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡♥
❆❜s❝❤♥✐tt❡♥ ✷✳✷✳✺ ✉♥❞ ✷✳✷✳✻ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳

✷✳✷✳✶ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡

❉❛s ❡rst❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡s ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥s ✐st ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠✱
✇❡❧❝❤❡s ❡✐♥ ❤ä✉✜❣ ❣❡♥✉t③t❡s ❤✐❡r❛r❝❤✐s❝❤❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✐st✱ ✉♠ ❉❛t❡♥ ③✉ ❦❧❛ss✐✜③✐❡r❡♥✳
❍✐❡r ✇❡r❞❡♥ ❖❜❥❡❦t❡✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ P❛❛r❡ ✈♦♥ ❲❡rt ✉♥❞ ❆ttr✐❜✉t ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❡✐♥❡r
❜❡st✐♠♠t❡♥ ❑❧❛ss❡ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ❬✸❪✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❤✐❡r❜❡✐ ✐st s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❞❡r
❍❛♥❞❤❛❜✉♥❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❞❡r ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡s ❊r❣❡❜♥✐ss❡s✱ ❞❛ ❞❛s ❣❡❧❡r♥t❡ ▼♦❞❡❧❧ ✐♥✲
t✉✐t✐✈ ✈✐s✉❛❧✐s✐❡rt ✉♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❩✉❞❡♠ ❤❛❜❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡ ❡✐♥❡
❣❡r✐♥❣❡ ▲❛✉❢③❡✐t✳ ▼✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s✲
♣r♦③❡ss❡ ✉♥❞ ❛❧❧❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡s
❱❡r❢❛❤r❡♥ ✇✐r❞ ❢ür ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❘❡❣r❡ss✐♦♥s❜❛✉♠✮ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ✭❑❧❛ss✐✜❦❛t✐✲
♦♥s❜❛✉♠✮ ❣❡♥✉t③t✳ ❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❜❡st❡❤t ✐♥ ❞❡r ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡s ❆ttr✐❜✉t ❞❛s
❣❡❡✐❣♥❡tst❡ ✐st ❬✽❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❞✐❡s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛❜❡r ♥✉r ❢ür ❞✐❡ ▲❡r♥❛✉❢❣❛❜❡
❞❡r ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ❣❡♥✉t③t✳

❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡♥❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❛✉s ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳ ❉❛s ❆❧t❡r ❜❡❞❡✉t❡t✱ ♦❜ ❞❡r Pr♦❜❛♥t ❥✉♥❣
✭✶✮✱ ♣r❡✲❛❧t❡rs✇❡✐ts✐❝❤t✐❣ ✭✷✮ ♦❞❡r ❛❧t❡rs✇❡✐ts✐❝❤t✐❣ ✭✸✮ ✐st✳ ❉✐❡ ❆rt ❞❡r ❙❡❤s❝❤✇ä❝❤❡ ❜❡✲
s❝❤r❡✐❜t✱ ♦❜ ❞✐❡ P❡rs♦♥ ❦✉r③✲ ✭✶✮ ♦❞❡r ✇❡✐ts✐❝❤t✐❣ ✭✷✮ ✐st✳ ❉✐❡ ❞r✐tt❡ ❙♣❛❧t❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱
♦❜ ❞✐❡ P❡rs♦♥ ❡✐♥❡ ❍♦r♥❤❛✉t✈❡r❦rü♠♠✉♥❣ ✭✶✮ ❤❛t ♦❞❡r ♥✐❝❤t ✭✷✮✳ ❉✐❡ ❙♣❛❧t❡ ❚rä♥❡♥✲
♣r♦❞✉❦t✐♦♥ ❣✐❜t ❛♥✱ ♦❜ ❞✐❡s❡ r❡❞✉③✐❡rt ✭✶✮ ♦❞❡r ♥♦r♠❛❧ ✐st ✭✷✮✳ ■♥ ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ❙♣❛❧t❡
❡r❢♦❧❣t ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥✳ ❍✐❡r ❜❡❞❡✉t❡t ✶✱ ❞❛ss ❞❡r P❛t✐❡♥t ❤❛rt❡ ❑♦♥t❛❦t❧✐♥s❡♥
tr❛❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ✷✱ ❞❛ss ❡s ✇❡✐❝❤❡ s❡✐♥ s♦❧❧t❡♥ ♦❞❡r ✸✱ ❞❛ss ❞❡r P❛t✐❡♥t ❦❡✐♥❡ ❑♦♥t❛❦t❧✐♥s❡♥
❜❡♥✉t③❡♥ ❦❛♥♥✳

❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠ ❡rst❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❆ttr✐❜✉t❡
③✉r ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ♥✉t③t✳ ❉✐❡s❡r ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❊✐♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠
❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡r ❲✉r③❡❧✱ ✐♥t❡r♥❡♥ ❑♥♦t❡♥ ✉♥❞ t❡r♠✐♥❛❧❡♥ ❇❧ätt❡r♥✳ ❉❡r ❇❛✉♠ ✇✐r❞
t♦♣✲❞♦✇♥✱ ❛❧s♦ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❲✉r③❡❧ ❜✐s ❤✐♥ ③✉ ❞❡♥ ❇❧ätt❡r♥✱ ❡rst❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❲✉r③❡❧
✐st ❞❛s ❡rst❡ ❆ttr✐❜✉t✱ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞❛s ❆❧t❡r ✭s✳ ❆❜❜✳✷✮✳ ❍✐❡r❢ür ❣✐❜t ❡s ♥✉♥ ❞r❡✐
▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✭✶✱ ✷✱ ✸✮ ❞✐❡ ③✉♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆ttr✐❜✉t ❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ♦❞❡r
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❚❛❜❡❧❧❡ ✶✿ ❇❡✐s♣✐❡❧❞❛t❡♥✳ ❆❧t❡r ✭■✮✱ ❆rt ❞❡r ❙❡❤s❝❤✇ä❝❤❡ ✭■■✮✱ ❆st✐❣♠❛t✐s❝❤ ✭■■■✮✱ ❚rä✲
♥❡♥♣r♦❞✉❦t✐♦♥ ✭■❱✮✱ ❑♦♥t❛❦t❧✐♥s❡♥❛rt ✭❱✮✳ ❆✉s ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ■ ✲ ■❱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❉❛t❡♥
✐♥ ❱✳ ❩✐❡❧ ✐st ❡s✱ ❤❡r❛✉s③✉✜♥❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❆rt ❞❡r ❑♦♥t❛❦t❧✐♥s❡ ❢ür ✇❡❧❝❤❡♥ P❛t✐❡♥t❡♥
❣❡❡✐❣♥❡t ✐st✳

❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❑❛♥t❡♥ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❱♦r❣❡❤❡♥ ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡
❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆ttr✐❜✉t❡ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t✱ ❜✐s ♠❛♥ ❛♥ ❞❡♠ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥s❡r❣❡❜♥✐s ❛♥❣❡❧❛♥❣t ✐st✳
❉✐❡s❡s ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♠ ❇❛✉♠ ❛❧s ❇❧❛tt ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❤❛t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❦❡✐♥❡ ❑✐♥❞❡r✱ ❛❧s♦
♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆ttr✐❜✉t❡✱ ♠❡❤r✳ ❍❛t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠ ❣❡♥❡r✐❡rt✱
✐st ❡s ❡✐♥ ❧❡✐❝❤t❡s✱ ♥❡✉❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✉♥❞ ❉❛t❡♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡s ❇❛✉♠s ③✉ ❦❧❛ss✐✜③✐❡r❡♥✳ ❍✐❡r
✐st ❡s ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✇✐❝❤t✐❣✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♥✐❝❤t ❞❡♠ tr✐✈✐❛❧❡♥ ❆♥s❛t③ ♥❛❝❤❣❡❤t ✉♥❞ ❢ür ❥❡❞❡s
❇❡✐s♣✐❡❧ ❜③✇✳ ❥❡❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❡✐♥❡♥ ❡✐❣❡♥❡♥ P❢❛❞ ❡r③❡✉❣t✳ ❉✐❡s ✇ür❞❡ ❡✐♥❡♥ ❇❛✉♠
❡r❣❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✐st ✉♥❞ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ♥✉r ❛✉s✇❡♥❞✐❣ ❣❡❧❡r♥t ❤❛t✳ ❍✐❡r ❦ä♠❡ ❞❛s
Pr♦❜❧❡♠ ❞❡s ❖✈❡r✜tt✐♥❣s ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✮ ③✉t❛❣❡✳ ❊s ❣ä❜❡ ❦❡✐♥❡r❧❡✐ ●❡♥❡r❛❧✐s✐❡r✉♥❣✱
❞✐❡ ❛✉❢ ♥❡✉❡ ❋ä❧❧❡ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❩✐❡❧ ✐st ❡s ❛❧s♦✱ ❡✐♥❡♥ ❦♦♠♣❛❦t❡♥ ❇❛✉♠
③✉ ❡rst❡❧❧❡♥✱ ❞❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ▼✉st❡r ✐♥ ❞❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❚r❛✐♥✐♥❣s❞❛t❡♥♠❡♥❣❡ ❡r❦❡♥♥❡♥
❦❛♥♥✱ ❞❛♠✐t ③✉❦ü♥❢t✐❣❡ ❉❛t❡♥sät③❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❦❧❛ss✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❬✸✱ ✾❪✳

❊✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡r ❇❛✉♠ ❧✐❡❢❡rt ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡✐♥❡ ③✉ ❣❡r✐♥❣❡ ❑♦♥✜❞❡♥③✱ ❞❛ ❡r s✐❝❤
❡✈❡♥t✉❡❧❧ ③✉ s❡❤r ❛♥ ❞❡♥ ❚r❛✐♥✐♥❣s❞❛t❡♥s❛t③ ❛♥♣❛sst✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇❡r❞❡♥ ❤ä✉✜❣ s♦❣❡♥❛♥♥t❡
❊♥s❡♠❜❧❡ ❬✶✵❪ ✈♦♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡♥ ❣❡♥✉t③t✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ♥✐❝❤t ♥✉r ❡✐♥
❇❛✉♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✐r❞✱ s♦♥❞❡r♥ ♠❡❤r❡r❡✳ ❉❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✐st ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡
❆♥s❛♠♠❧✉♥❣ ✈♦♥ ❇ä✉♠❡♥ ✉♥❞ ✐st s❡❤r ✇❡✐t ✈❡r❜r❡✐t❡t✱ ❞❛ ❡s ❡✐♥❢❛❝❤ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥ ✐st
✉♥❞✱ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡✐♥❡s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠s✱ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡ ▲❛✉❢③❡✐t ❤❛t✳ ❊✐♥
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡ ❞❡r ❆ttr✐❜✉t❡ ❞❡s ❣❡❣❡❜❡♥❡♥
❉❛t❡♥s❛t③❡s✱ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❆♥③❛❤❧ ③✉❢ä❧❧✐❣❡r ❇ä✉♠❡✳ ❋ür ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ♠❛❝❤t ♠❛♥
❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ▼❡❤r❤❡✐ts❡♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❆✉s❣❛❜❡♥ ❞❡r ❇ä✉♠❡✱ ③✳ ❇✳ ✇❡♥♥ ✻✺✪ ❞❡r
❇ä✉♠❡ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ▲❛❜❡❧ ❜❡✈♦r③✉❣❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡s ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳ ■♠ ❡rst❡♥ ▼♦♠❡♥t ❧✐❡❣t
❞✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ♥❛❤❡✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ▲❛✉❢③❡✐t ❤✐❡r❞✉r❝❤ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❇❛✉♠ ✈❡rs❝❤❧❡❝❤t❡rt✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇ä✉♠❡ ❛✉❢ ♠♦❞❡r♥❡♥ ▼✉❧t✐❝♦r❡
❘❡❝❤♥❡r♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❣❡❧❡r♥t ✉♥❞ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t ✇❡r❞❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✿ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠✳ ❉✐❡s ✐st ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠✱
✇❡❧❝❤❡r s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❛✉s ❚❛❜❡❧❧❡ ✶ ❡r❣✐❜t✳ ❩✉ ♦❜❡rst ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❲✉r③❡❧✱
✇❡❧❝❤❡ ❞❛s ❡rst❡ ❆ttr✐❜✉t✱ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❡♥ts❝❤✐❡❞❡♥ ✇✐r❞✱ ❞❛rst❡❧❧t✳ ❉❛r✉♥t❡r ❦♦♠♠t ♠❛♥
❞✉r❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ◆❛❝❤❢♦❧❣❡r♥✳ ❉✐❡s❡s ✇✐r❞ ❜✐s ③✉♠
❧❡t③t❡♥ ❇❧❛tt✱ ❞❡r ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥✱ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t✳ ❊✐♥ ❇❧❛tt ✐st ❤✐❡r❜❡✐ ❞✐❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❑♦♥✲
t❛❦t❧✐♥s❡♥❛rt✳ ❉✐❡s❡r ❇❛✉♠ ✇✉r❞❡ ♠✐t ❞❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❛❧s ❑r✐t❡r✐✉♠ ③✉r ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡s
❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ❆ttr✐❜✉ts ❣❡♥✉t③t✳

❉❡r ❡✐♥❡♠ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠ ③✉❣r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s✱ ♠✉ss ❢ür ❞✐❡ ❲✉r③❡❧
✉♥❞ ❥❡❞❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❆ttr✐❜✉t ❞❛s ❇❡st❡ ✐st✳ ❯♠ ❞✐❡s❡
❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣ ③✉ tr❡✛❡♥✱ ❣✐❜t ❡s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼❛ÿ❡✿ ③✳ ❇✳ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡✱ ❞❡♥ ●✐♥✐✲■♥❞❡①
♦❞❡r ❞❡♥ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥s❢❡❤❧❡r ❜③✇✳ ❞✐❡ ❆❝❝✉r❛❝②✳ ❉✐❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❑♥♦t❡♥ ③✉✲
❣❡♦r❞♥❡t✳ ❊✐♥ ❆ttr✐❜✉t ✐st ❣❡❡✐❣♥❡t✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❑♥♦t❡♥ m r❡✐♥ ✐st✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥
❛❧❧❡ ■♥st❛♥③❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣ ✇ä❤❧❡♥✱ ❡✐♥❡r ❑❧❛ss❡ Ci ③✉❣❡❤ör✐❣ s✐♥❞✳
❉✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❑❧❛ss❡ Ci ❧❛✉t❡t✿

p̂ (Ci|m) ≡ pim =
N i

m

Nm

.

Nm ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❛❧❧❡r ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✐♠ ❑♥♦t❡♥ m✱ N i
m ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r

❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✐♥ ❑♥♦t❡♥ m✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❑❧❛ss❡ Ci ❜❡✜♥❞❡♥✳ ❉❡r ❑♥♦t❡♥ m ✐st r❡✐♥✱ ✇❡♥♥
pim∀i ∈ {0, 1}✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✐st ✵✱ ✇❡♥♥ ❦❡✐♥❡ ■♥st❛♥③✱ ❞✐❡ m ❡rr❡✐❝❤t ❤❛t✱ ③✉ ❞❡r
❑❧❛ss❡ Ci ❣❡❤ört ✉♥❞ ✶✱ ✇❡♥♥ ❛❧❧❡ ❡rr❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ■♥st❛♥③❡♥ ③✉r ❑❧❛ss❡ Ci ❣❡❤ör❡♥ ❬✹❪✳
❊s ❣✐❜t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ③✉r ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s✜♥❞✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❣❡♥✉t③t❡♥
❆ttr✐❜✉t❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❛✉♠✳ ❩✉ ♥❡♥♥❡♥ s✐♥❞ ❤✐❡r ❈❆❘❚ ✭❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥
tr❡❡✮✱ ■❉✸ ✭■t❡r❛t✐✈❡ ❉✐❝❤♦t♦♠✐s❡r ✸✮ ✉♥❞ ❈✹✳✺ ❬✶✶❪✳ ❲♦❜❡✐ ❧❡t③t❡r❡r ❡✐♥❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣
✈♦♥ ■❉✸ ✐st✳ ❆❧❧❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ❣❡❤ör❡♥ ③✉ ❞❡♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❚❉■❉❚✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ✭❚♦♣✲
❉♦✇♥ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❚r❡❡s✮ ✉♥❞ ❜❛✉❡♥ ❞❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡ ❛✉❢
❬✸✱ ✶✶❪✳ ❉❡r ❈❆❘❚ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✇✉r❞❡ ✶✾✽✹ ✈♦♥ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❤❛t ❛❧s
❆✉s❣❛❜❡✱ ❡❜❡♥s♦ ✇✐❡ ■❉✸✱ ❡✐♥❡♥ ❇✐♥är❜❛✉♠✳
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❩✐❡❧ ❞❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✐st ❡s ❡✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❜✐♥är❡ ❚r❡♥♥✉♥❣ ③✉ ✜♥❞❡♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✷ ✿ ■❉✸
✶ ✐❢ ❛❧❧❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❛✉s ❉❛t❡♥♠❡♥❣❡ D ③✉r ❑❧❛ss❡ y ❣❡❤ör❡♥ t❤❡♥
✷ ❑♦♥str✉✐❡r❡ ❇❧❛tt ♠✐t ❑❧❛ss❡ ❛❧s ▲❛❜❡❧

✸ ❡❧s❡
✹ ❲ä❤❧❡ ▼❡r❦♠❛❧ ♠✐t ❤ö❝❤st❡♠ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ●❛✐♥ xi

✺ ❢♦r ❛❧❧❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ xi ❞♦
✻ ❑♦♥str✉✐❡r❡ ❚❡✐❧❜ä✉♠❡ r❡❦✉rs✐✈

✼ ❑♦♥str✉✐❡r❡ ❑♥♦t❡♥ ♠✐t ▲❛❜❡❧ xi ✉♥❞ ❤ä♥❣❡ ❡r③❡✉❣t❡ ❚❡✐❧❜ä✉♠❡ ❛♥

❉✐❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡r ❣❡♥✉t③t❡♥ ❆ttr✐❜✉t❡ ❡r❢♦❧❣t ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡s ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡❤❛❧ts ✭✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❣❛✐♥✮✳ ❉✐❡s❡r ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❆✉❢tr✐tts✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❡✐♥❡s ❊r❡✐❣♥✐ss❡s✳ ❚r✐tt ❡✐♥
❊r❡✐❣♥✐s ♠✐t ❡✐♥❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥ pi = 1 ❛✉❢✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡❤❛❧t
0✳ ❏❡ ❦❧❡✐♥❡r ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✐st✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❊r❡✐❣♥✐s ❡✐♥tr✐tt✱ ❞❡st♦ ❣röÿ❡r ✐st ❞❡r
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡❤❛❧t✳ ❯♠ ❛❧s♦ ❞❛s ♥ä❝❤st❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❆ttr✐❜✉t ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ♠✉ss ❞❡r ■♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s❣❡❤❛❧t ♠❛①✐♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ❣✐❜t ❡s ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡ ▼❛ÿ❡✱ ✉♠
❞❡♥ ●❛✐♥ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✭③✳ ❇✳ ●✐♥✐✲■♥❞❡①✮✱ ❛✉❢ ❞✐❡ ❤✐❡r ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥
✇✐r❞✳

❯♠ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❊rst❡❧❧❡♥s ❞❡s ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠s ❖✈❡r✜tt✐♥❣ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✱ ❦❛♥♥
♠❛♥ ✐❤♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ Pr✉♥✐♥❣ ♦❞❡r Pr❡✲Pr✉♥✐♥❣ ✈❡r❦❧❡✐♥❡r♥ ❬✶✷❪✳ ❖✈❡r✜tt✐♥❣ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤
◆♦✐s❡ ✭❢❛❧s❝❤❡ ▼❡ss✇❡rt❡ ♦❞❡r ❉❛t❡♥sät③❡✮ ❡♥tst❡❤❡♥ ✉♥❞ ❣❡♥❡r✐❡rt ③✉ ✈✐❡❧❡ ❆❜③✇❡✐❣✉♥✲
❣❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❇❛✉♠s✱ ✇♦♠✐t ❞✐❡s❡r ③✉ ❣r♦ÿ ✇✐r❞✳ Pr✉♥✐♥❣ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞❡r ❇❛✉♠
③✉r❡❝❤t❣❡st✉t③t ✇✐r❞✳ ❉❛s Pr❡✲Pr✉♥✐♥❣ ❣❡s❝❤✐❡❤t ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❇❛✉♠ ❡rst❡❧❧t ✇✐r❞ ✉♥❞
s♦❧❧ ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❆❜❛r❜❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❚r❛✐♥✐♥❣s❞❛t❡♥s❛t③ ✈❡r❤✐♥❞❡r♥✳ ❍✐❡r✲
❢ür ✇❡r❞❡♥ ❙t♦♣♣✲❑r✐t❡r✐❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❡✐♥❣❡❜❛✉t✱ ❞❛♠✐t ❞❡r ❇❛✉♠ ✈♦♥ ❆♥❢❛♥❣
❛♥ ♥✐❝❤t ③✉ ❣r♦ÿ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊✐♥ ❙t♦♣♣✲❑r✐t❡r✐✉♠ ❦ö♥♥t❡ ③✳ ❇✳ ❡✐♥ ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t❡r
❲❡rt ❞❡s ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡❤❛❧ts s❡✐♥✳ Pr♦❜❧❡♠❛t✐s❝❤ ✐st ❡s✱ ❞❛ss ❞✉r❝❤ ❞❛s Pr❡✲Pr✉♥✐♥❣
❡✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✈♦r③❡✐t✐❣ ❛❜❜r❡❝❤❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊r③❡✉❣✉♥❣ ❞❡s ❇❛✉♠❡s ♥✐❝❤t ❜❡❡♥❞❡t
✇✐r❞✳

Pr✉♥✐♥❣ ✇✐r❞ ❛♠ ❤ä✉✜❣st❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✉♠ ❞✐❡ ●röÿ❡ ❡✐♥❡s ❇❛✉♠s ③✉ ✈❡rr✐♥❣❡r♥✳ ❇❡✐
❞✐❡s❡r ▼❡t❤♦❞❡ ✇❡r❞❡♥ ❚❡✐❧❜ä✉♠❡ ✉♥❞ ✐♥♥❡r❡ ❑♥♦t❡♥ ❞✉r❝❤ ❇❧ätt❡r ❡rs❡t③t✳ ❲❡♥♥ ❡✐♥
❣❡❣❡❜❡♥❡r ❇❛✉♠ ü❜❡rsätt✐❣t ✭♦✈❡r✜tt❡❞✮ ✐st✱ ❦❛♥♥ Pr✉♥✐♥❣ ❞❛③✉ ❜❡✐tr❛❣❡♥ ❞✐❡ ●üt❡
❢ür ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❣❡♥✉t③t❡ ❚❡st❞❛t❡♥ ③✉ ✈❡r❜❡ss❡r♥✳ ❉❡r ❱♦❧❧stä♥❞✐❣❦❡✐t ❤❛❧❜❡r s♦❧❧ ❤✐❡r
❡r✇ä❤♥t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡s ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ Pr✉♥✐♥❣✲▼❡t❤♦❞❡♥ ❣✐❜t✿ ❞❛s ❇♦tt♦♠✲❯♣
Pr✉♥✐♥❣ ✭✈♦♥ ❞❡♥ ❇❧ätt❡r♥ ③✉r ❲✉r③❡❧✮ ✉♥❞ ❞❛s ❚♦♣✲❉♦✇♥ Pr✉♥✐♥❣ ✭✈♦♥ ❞❡r ❲✉r③❡❧ ③✉
❞❡♥ ❇❧ätt❡r♥✮ ❬✶✷❪✳ ❯♠ ❡✐♥❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞❡ ❇❛s✐s ❢ür ❞✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ③✉
❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❦❡✐♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡ ❣❡♥✉t③t✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐♥ ❊♥s❡♠❜❧❡
✈♦♥ ❇ä✉♠❡♥✿ ❞❛s ❜❡r❡✐ts ❡r✇ä❤♥t❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✳

✶✸



✷✳✷ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ✷ ●❘❯◆❉▲❆●❊◆

✷✳✷✳✷ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡

❉❛s ③✇❡✐t❡ ③✉ ♥❡♥♥❡♥❞❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✐st ❞✐❡ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ✭❙tüt③✈❡❦t♦r✲
♠❛s❝❤✐♥❡ ♦❞❡r ❦✉r③ ❙❱▼✮✳ ❉✐❡s❡s ✐st ❛✉s ❞❡r st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ▲❡r♥t❤❡♦r✐❡ ❬✶✸❪ ❤❡r✲
✈♦r❣❡❣❛♥❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ✇✐❡ ❛✉s ❡✐♥❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❞❛t❡♥
❛✉❢ ❦♦♠♠❡♥❞❡✱ ❛❜❡r ✉♥❣❡s❡❤❡♥❡✱ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ❬✷❪✳ ❉❛s ❱❡r✲
❢❛❤r❡♥ ❤❛tt❡ s❡✐♥❡♥ ❉✉r❝❤❜r✉❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ✾✵❡r ❏❛❤r❡♥ ❞❡s ✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts✳ ❙❱▼s
❜✐❡t❡♥ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ▲ös✉♥❣❡♥ ❢ür ③✇❡✐✲❑❧❛ss❡♥ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥s♣r♦❜❧❡♠❡ ③✉ ✜♥❞❡♥✳
❉❛s ❩✐❡❧ ❡✐♥❡r ❙❱▼ ✐st ❞❛s ❊r❦❡♥♥❡♥ ❡✐♥❡r ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥sr❡❣❡❧ ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡r ▼❡♥❣❡
M ✈♦♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❚r❛✐♥✐♥❣s❜❡✐♣✐❡❧❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❞❡✜♥✐❡✲
r❡♥✿ {(x1, y1) , . . . , (xm, ym) |xi ∈ X , yi ∈ {−1, 1}} ♠✐t ❞❡♠ ▼❡r❦♠❛❧s✈❡❦t♦r x ∈ X ✱
✇❡❧❝❤❡r ❛❧❧❡ ▼❡r❦♠❛❧s✇❡rt❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛sst ✉♥❞ ❞❡r ❑❧❛ss❡ y ∈ Y ♠✐t −1✱ ✇❡♥♥ ❞❛s
❇❡✐s♣✐❡❧ ♥❡❣❛t✐✈ ✐st ✉♥❞ +1 ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧✳ ❙❱▼s ✇❡r❞❡♥ ❤ä✉✜❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡r
❣r♦ÿ❡♥ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ▼❡r❦♠❛❧❡♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❣❛♥③ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ◆❛t✉r s❡✐♥ ❦ö♥✲
♥❡♥✱ ③✳ ❇✳ ❇✐❧❞♣✐①❡❧ ❜❡✐ ❞❡r ❇✐❧❞❡r❦❡♥♥✉♥❣✱ ❲♦rt✈♦r❦♦♠♠❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❚❡①t ♦❞❡r ▼❡r❦♠❛✲
❧❡ ③✉♠ ❊r❦❡♥♥❡♥ ❡✐♥❡s ❤❛♥❞s❝❤r✐❢t❧✐❝❤❡♥ ❇✉❝❤st❛❜❡♥s✳ ❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❋♦r♠ ❞❡s ❱❡r❢❛❤✲
r❡♥s ✐st ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥sr❡❣❡❧✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❍②♣❡r❡❜❡♥❡ ❬✶✹❪
✐♥ ③✇❡✐ ❇❡r❡✐❝❤❡ ❡✐♥❣❡t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛③✉ ✐st ❡s ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❱❡❦✲
t♦rr❛✉♠ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❡s ❞❛♥♥ ❧✐♥❡❛r❡ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣❡♥ ❣✐❜t✳ ❉✐❡ ❣❡✲
❣❡❜❡♥❡♥ ❘❡❣❡❧♥ ❤❛❜❡♥ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❋♦r♠ h (x) = sign (

∑n

1=0 wixi) = sign (〈w,x〉+ b)✱
♠✐t b ❛❧s ❞❡♠ ❇✐❛s ✭P✉♥❦t✱ ❛♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ●❡r❛❞❡ ✐♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❛♥❢ä♥❣t✮ ✉♥❞
❞❡♠ ●❡✇✐❝❤ts✈❡❦t♦r w✱ ✇❡❧❝❤❡r ❥❡❞❡♠ ▼❡r❦♠❛❧ ❡✐♥ ●❡✇✐❝❤t ③✉♦r❞♥❡t✷✳ ❩✐❡❧ ✐st ❡s
♥✉♥✱ ❞❡♥ ●❡✇✐❝❤ts✈❡❦t♦r ✉♥❞ ❞❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡rt s♦ ③✉ ✇ä❤❧❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
y1 [〈w,x1〉+ b] > 0, . . . , yi [〈w,xi〉+ b] > 0 ❡r❢ü❧❧t s✐♥❞✱ ✇♦♠✐t ❞✐❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❞❡r r✐❝❤✲
t✐❣❡♥ ❑❧❛ss❡ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇✉r❞❡♥✳ ❊s ❣✐❜t ❡✐♥❡ ❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❛❧❧❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✉♥❞ ❞❡r
❲✉♥s❝❤ ✐st ❡s ♥✉♥✱ ❞✐❡s❡ ❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ♠ö❣❧✐❝❤st ✈✐❡❧❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ❆♥✲
s❝❤❛✉❧✐❝❤ ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ♥❛❝❤ ❊r❢ü❧❧✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r r✐❝❤t✐❣❡♥ ❙❡✐t❡ ❞❡r
❍②♣❡r❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣❡♥✳ ❉✐❡ ❍②♣❡r❡❜❡♥❡ ❤❛t ❞✐❡ ❋♦r♠ 〈w,x〉+ b = 0 ✉♥❞ ✐st ✐♠ ③✇❡✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡✳ ❊s ❣✐❜t ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ♥✉r ❡✐♥❡✱ s♦♥❞❡r♥ ♠❡❤r❡r❡ ❍②♣❡r❡❜❡♥❡♥
♠✐t ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❚r❛✐♥✐♥❣s❢❡❤❧❡r ✭s✳ ❆❜❜✳ ✸✮✳ ❉❛♠✐t ❞❛s ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s♣r♦❜❧❡♠

β∗ = argmin
β

‖ β ‖22 +
n

∑

i=1

L (β,xi, yi)

♠✐t ❞❡r ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥ L (β,x, y) = max (0, 1− y · (〈w,x〉+ b)) ❛✉s ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✉♥❞
β = 〈w, b〉 ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❧ös❜❛r ✐st✱ ✇✐r❞ ❛❧s♦✱ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠❡❧ ③✉ s❡❤❡♥✱ ❞✐❡ ❍②♣❡r❡❜❡♥❡
♠✐t ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡♥ ◆♦r♠ ❣❡s✉❝❤t✳ ❉❛s ▲ös❡♥ ❞❡s ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s♣r♦❜❧❡♠s✱ ❢ü❤rt ③✉ ❞❡r✱
❞✉r❝❤ β∗ s♣❡③✐✜③✐❡rt❡♥✱ ❡✐♥③✐❣ ♦♣t✐♠❛❧❡♥ ❍②♣❡r❡❜❡♥❡✱ ❞❛ ❞✐❡ L2✲ ◆♦r♠ str❡♥❣ ❦♦♥✈❡①
✐st✳

❍ä✉✜❣ ❦♦♠♠t ❡s ❜❡✐ r❡❛❧❡♥ ❉❛t❡♥ ✈♦r✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❉❛t❡♥♠❡♥❣❡ D ♥✐❝❤t ❞✐r❡❦t ♠✐t❤✐❧✲
❢❡ ❧✐♥❡❛r❡r ▼❡t❤♦❞❡♥ ❦❧❛ss✐✜③✐❡r❡♥ ❧ässt✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ s♦❧❝❤❡♥ ❋❛❧❧ ❣✐❜t ❡s ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥

✷sign ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡r ❩❛❤❧✱ ❞✳❤✳ ✰✶ ♦❞❡r ✲✶✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✿ ❍②♣❡r❡❜❡♥❡ ❡✐♥❡r ❙❱▼✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t ③✇❡✐ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❍②♣❡r❡❜❡♥❡♥
❢ür ❞✐❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡✳ ❉❡r ❇❡r❡✐❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ▲✐♥✐❡♥ ✇✐r❞ ❛❧s ♠❛r❣✐♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❑❡r♥❡❧♠❡t❤♦❞❡♥✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥❡ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❡s ❑❡r♥❡❧tr✐❝❦s ❜❡❞✐❡✲
♥❡♥✳ ❍✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❑❡r♥❡❧✱ ✉♠ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❡♥❣❧✳
❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✮ ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥ ✉♥❞ s✐❡ ❞❛♠✐t ❞❛♥♥ s❡♣❛r✐❡r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❛❧s ❚r✐❝❦
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇❡✐❧ ❞❛s ▼❛♣♣✐♥❣ φ(x) ✭❛❧s♦ ❞✐❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❉❛t❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡ ❉✐✲
♠❡♥s✐♦♥✮ s❡❧❜st ♥✐❡♠❛❧s ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ❞❛ ♠❛♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ❑❡r♥❡❧❢✉♥❦t✐♦♥
K(x, y) =< φ(x), φ(y) > ❞❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s✱ ❞❡r ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❦❧❛ss✐✜③✐❡r❡♥ s♦❧❧✱ ❡✐♥❢❛❝❤
❛✉❢ ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❊❜❡♥❡ ❧❡❣❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❙❱▼ ❛r❜❡✐t❡t ♠✐t ❡✐♥❡♠ s♦❧❝❤❡♥ ❑❡r♥❡❧✱ ✉♠
❡✐♥❡ ❍②♣❡r❡❜❡♥❡ ✐♥ ❞❡♠ ♥❡✉ ❡r③❡✉❣t❡♥ ❘❛✉♠ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❧❡❣❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❧❧❣❡✲
♠❡✐♥ ✐st ❡✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ K : X × X → R ❡✐♥ ❑❡r♥❡❧✱ ✇❡♥♥ ❡s ❡✐♥❡♥ Prä❤✐❧❜❡rtr❛✉♠
H (< ·, · >) ♠✐t ❞❡♠ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ H✱ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ φ : X → H ❣✐❜t✱ ✇♦❜❡✐
X ❞❡♥ ❊✐♥❣❛❜❡r❛✉♠ ✉♥❞ φ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❢❡❛t✉r❡ ♠❛♣ ❞❛rst❡❧❧t✳ ●❡s✉❝❤t ✐st ❛❧s♦ ❡✐♥❡
❋✉♥❦t✐♦♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❯rs♣r✉♥❣s❞❛t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❘❛✉♠ tr❛♥s❢❡r✐❡rt✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❧✐♥❡❛r
❦❧❛ss✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❙❱▼ ♥✉t③t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ❑❡r♥❡❧✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥
❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❑❡r♥❡❧ ♠✐t K(x, y) =< x, y >✱ ❞❡r ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ♥✐❝❤t ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡
✈❡rs❝❤✐❡❜t✳ ❊r ✇✐r❞ ❣❡♥✉t③t✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋❡❛t✉r❡ (x1, x2, . . . , xn) ❣r♦ÿ✱ ❞✐❡
❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❉❛t❡♥ ✐♠ ❚r❛✐♥✐♥❣ss❡t ❦❧❡✐♥ ✐st ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❞✐❡ s✐❝❤ D ❞✐r❡❦t ❦❧❛ss✐✜③✐❡r❡♥
❧ässt✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥ φ s✉❝❤❡♥ ♠✉ss ✭s✳ ❆❜❜✳ ✹✮✳ ❉❡r r❛❞✐❛❧✲❜❛s❡✲❢✉♥❝t✐♦♥✲❑❡r♥❡❧

✭❘❇❋✲❑❡r♥❡❧✮ K(x, y) = exp
(

− ||x−y||2

γ

)

✐st ❡✐♥❡ ❆❜✇❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡s ❧✐♥❡❛r❡♥ ❑❡r♥❡❧ ✉♥❞

✇✐r❞ ❛✉❝❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❑❡r♥❡❧ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❊r ✇✐r❞ ❣❡♥✉t③t✱ ✇❡♥♥ xn ∈ R
n ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧

❞❡r ❚r❛✐♥✐♥❣s❞❛t❡♥ n s♦ ❣r♦ÿ ✐st✱ ❞❛ss s✐❡ ♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤ s❡♣❛r✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛ φ

✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐st✱ ❦❛♥♥ ❡s ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s✲
s❡♥ ♠✉ss ❤✐❡r ❞❡r ❑❡r♥❡❧tr✐❝❦ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❡✐♥❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❧❛♥❣❡
❞❛✉❡r♥ ✇ür❞❡✳ ❊✐♥ ❑♦♠♣r♦♠✐ss ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ❘❇❋✲❑❡r♥❡❧ ✐st ❞❡r
♣♦❧②♥♦♠✐❡❧❧❡ ❑❡r♥❡❧ K(x, y) =< x, y >d✳ ❉✐❡s❡r ✇✐r❞ ❤ä✉✜❣ ❜❡✐ ♥♦r♠❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❚r❛✐✲
♥✐♥❣s❞❛t❡♥ ❣❡♥✉t③t✳ ❍✐❡r❜❡✐ ❦❛♥♥ φ ❡①♣❧✐③✐t ❜❡r❡❝❤♥❡t ✉♥❞ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡♥ ❆ttr✐❜✉t❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❑✉r③ ❣❡s❛❣t✱ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t φ ✐♥ ❡✐♥❡♥
❤ö❤❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ♣r♦❥❡③✐❡rt ❬✶✺❪✱ ❬✶✻❪✳ ❆✉ÿ❡r ❞❡r ❙❱▼ ❣✐❜t ❡s ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡✱
ä❤♥❧✐❝❤❡ ❑❡r♥❡❧♠❛s❝❤✐♥❡♥✱ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ❞✐❡ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡ ♦♥❡✲❝❧❛ss ❙❱▼ ♦❞❡r ❞❡♥ ♣r♦✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✿ ❋❡❛t✉r❡✲▼❛♣ φ✳ ❉✐❡ ●r❛✜❦ s♦❧❧ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥✱ ✇❛s ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ✈♦♥
φ ✐st✳ ❆✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ ✐st ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❉❛t❡♥s❛t③ ③✉ s❡❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r
♥✐❝❤t ❧✐♥❡❛r s❡♣❛r✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ φ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ♥✉♥ ✐♥ ❡✐♥❡♥
❤ö❤❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥✐❡rt❡♥ ❘❛✉♠ ❣❡❜r❛❝❤t✱ ✇♦ s✐❡ ❧✐♥❡❛r ❦❧❛ss✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡♥ ●❛✉ÿs❝❤❡♥ Pr♦③❡ss ✭❜❡♥❛♥♥t ♥❛❝❤ ❏♦❤❛♥♥ ❈❛r❧ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ●❛✉ÿ ✭✶✼✼✼ ✲
✶✽✺✺✮✮ ❬✶✼❪✱ ❞✐❡ ❛❜❡r ♥✉r ❡r✇ä❤♥t ✉♥❞ ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❛✉s❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✳

✷✳✷✳✸ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡

❊✐♥❡ s❡❤r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❆rt ❞❡s ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥s✱ ✐st ❞❛s ▲❡r♥❡♥ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤✲
❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ pθ(y|x) ♠✐t θ = minθ

∏n

i=1 p(y
i|xi)✳ ❉✐❡s❡s ▼♦❞❡❧❧ ✐st ❞✉r❝❤ θ ♣❛r❛✲

♠❡tr✐s✐❡rt✳ ❉❛❜❡✐ s✉❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ❉❛t❡♥ ❞✐❡ ❣röÿt❡ ❲❛❤r✲
s❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ③✉♦r❞♥❡♥✱ ❛✉❝❤▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✲❙❝❤ät③✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t✳ ▼❛♥ s✉❝❤t ❛❧s♦
❞❛s pθ✱ ❞❛s ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥ D ♠❛①✐♠✐❡rt✳ ❲❡♥♥ s♦ ❡✐♥ pθ ❡①✐st✐❡rt✱ ❞❛♥♥
✇✐r❞ θ ❛❧s ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✲❙❝❤ät③❡r ❢ür D ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ♦❢t ❛✉❝❤ θ̂ ❣❡♥❛♥♥t
❬✻❪✳ ❉✐❡ ❑❧❛ss❡ ❞❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ✐st s❡❤r ✈✐❡❧❢ä❧t✐❣✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞
③✉r ❘❡♣räs❡♥t❛t✐♦♥ ❡✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❣❡♥✉t③t✿ ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ◆❛✐✈❡
❇❛②❡s✳

❉❡r ♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❑❧❛ss✐✜③✐❡r❡r ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✈♦♥ ❇❛②❡s✱ ✶✼✻✸ ✈♦♥ ❚❤♦✲
♠❛s ❇❛②❡s ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ ✉♥❞ ✐st ❛✉❢❣r✉♥❞ s❡✐♥❡r ❣✉t❡♥ ❊r❦❡♥♥✉♥❣sr❛t❡ ✉♥❞ ❞❡r s❝❤♥❡❧❧❡♥
❇❡r❡❝❤❡♥❜❛r❦❡✐t s❡❤r ❜❡❧✐❡❜t✳ ❩✉❞❡♠ ❦❛♥♥ ❡r ❉❛t❡♥sät③❡ ❦❧❛ss✐✜③✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ s♦✇♦❤❧ ♥✉✲
♠❡r✐s❝❤❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐s❦r❡t❡ ❲❡rt❡ ❜❡s✐t③❡♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ❙❛t③ ✈♦♥ ❇❛②❡s✳ ▼✐t❤✐❧❢❡ ❞❡s ❙❛t③ ✈♦♥ ❇❛②❡s ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥
❜❡❞✐♥❣t❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥✳ ▼✐t ❡✐♥❡r ❜❡❞✐♥❣t❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t
❦❛♥♥ ♠❛♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✉♠ ❱♦rt❡✐❧ ✈❡r✇❡♥❞❡♥✳ ❙✐♥❞ ❞✐❡ ③✇❡✐ ❊r❡✐❣♥✐ss❡
A ✉♥❞ B ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❜❡❞✐♥❣t❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡✜♥✐❡rt ❞✉r❝❤✿

p(A|B) =
p (A) p (B|A)

p (B)

♠✐t p (A|B) ❛❧s ❛✲♣♦st❡r✐♦r✐ ✲❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✉♥❞ p (A) ❛❧s ❛✲♣r✐♦r✐✲
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✳ ❯♥t❡r ❞❡r ❛✲♣♦st❡r✐♦r✐✲❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡
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❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ♥❛❝❤❞❡♠ B ❡✐♥❣❡tr❡t❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ❛✲♣r✐♦r✐✲❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t
❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡s ❊r❡✐❣♥✐ss❡s A ✭❬✶✽❪✮✳

❉❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❧✐❡❢❡rt ✐♥ ♠❛♥❝❤❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥ ä❤♥❧✐❝❤ ❣✉t❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✇✐❡
❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛✉❢ ♠❡❤r❡r❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐✲
♥❡rt✱ ❞❛♥♥ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❡s ❛✉❝❤ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ✭❈❘❋✮ ❬✶✾❪✳ ❲❡♥♥ ❡s ❦❡✐♥❡
❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❣✐❜t ✉♥❞ s♦♠✐t ♥✉r p(y) ❣❡s❝❤ät③t ✇✐r❞✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ▼❛r❦♦✈
❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ✭▼❘❋✮ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❉✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞❡s ❑❧❛ss✐✜❦❛t♦rs ✐st ❞✐❡ ❱♦r❤❡rs❛❣❡ ❞❡r
✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤st❡♥ ❑❧❛ss❡ ❢ür ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ■♥st❛♥③ x✳ ❊✐♥❡ ■♥st❛♥③ ✐st ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❡✐♥
♥❡✉❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t x = (a1, a2, ..., an)✱ ❜❡s❝❤r❡✐❜t
❛❧s♦ ❞✐❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❆ttr✐❜✉t✇❡rt❡ ❬✷✵❪✳ ❉✐❡ ❉❛t❡♥ ❦ö♥♥❡♥ s♦✇♦❤❧ ♥✉♠❡✲
r✐s❝❤ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐s❦r❡t ♦❞❡r ❛✉❝❤ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❣❡♠✐s❝❤t s❡✐♥ ✭s✳ ❚❛❜❡❧❧❡
✷✮✳ ❇❡✐ ❞✐s❦r❡t❡♥ ❲❡rt❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊✐♥trä❣❡ ❡✐♥❢❛❝❤ ❛❜❣❡③ä❤❧t ✉♥❞ ❞❛r✲
❛✉s ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❍❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡
❲❡rt❡✱ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❡✐♥❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ♠❛♥ ❜❡♥öt✐❣t
❞❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✳

❉✐❡ ●r✉♥❞❛♥♥❛❤♠❡♥ ❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥s s✐♥❞✱ ❞❛ss ❥❡❞❡s ❆ttr✐❜✉t ♥✉r ✈♦♠ ❑❧❛ss❡♥❛ttr✐❜✉t
❛❜❤ä♥❣t ✉♥❞ ❛❧❧❡ ❆ttr✐❜✉t❡ ❣❧❡✐❝❤ ✇✐❝❤t✐❣ s✐♥❞✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ♥✐♠♠t ♠❛♥ ❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡
❆ttr✐❜✉t❡ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r st❛t✐st✐s❝❤ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✱ s♦❢❡r♥ ❞❛s ▲❛❜❡❧ ❜❡❦❛♥♥t ✐st✳ ❉❛s
❤❡✐ÿt✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❲❡rt ❡✐♥❡s ❆ttr✐❜✉ts ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ❞❛♥♥ s❛❣t ❞✐❡s ♥✐❝❤ts ü❜❡r ❞❡♥ ❲❡rt
❡✐♥❡s ❛♥❞❡r❡♥ ❆ttr✐❜✉ts ❛✉s✳ ❉✐❡s❡ ❚❛ts❛❝❤❡ ♠❛❝❤t ❞✐❡ ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ✈♦♥ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❛✉s✳
❩✉ ❡r✇ä❤♥❡♥ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐ts❛♥♥❛❤♠❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ♥✐❡♠❛❧s st✐♠♠t✱
❛❜❡r s✐❡ ✐st ✇✐❝❤t✐❣✱ ✉♠ ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛✉s❢ü❤r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät
❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ③✉ ❣❛r❛♥t✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤

yNB = argmax yp(y)
n
∏

i=1

p(ai|y)

❡rr❡✐❝❤t✳ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❤✐❡r❢ür ✐st ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ③✇✐s❝❤❡♥ y ✉♥❞ ❞❡♥
ai✳

❇❡✐s♣✐❡❧✳ ❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ s✐♥❞ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✷ ❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❡s s♦❧❧ ♥✉♥ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡
■♥st❛♥③ < sonnig, 20, 90, stark > ③✉❣❡❢ü❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❋r❛❣❡ ✐st ♥✉♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❑❧❛ss❡
❞✐❡s❡ ■♥st❛♥③ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇✐r❞ ✭Golf = ja✱ Golf = nein✮✳ ❆❧s♦ ✇✐r❞ yNB ❜❡♥öt✐❣t✳

p(Golf = ja) = 9
14

= 0, 64

p (Golf = nein) = 5
14

= 0, 36

p(Wind = stark|Golf = ja) = 3
9

= 0, 33

p(Wind = stark|Golf = nein = 3
5

= 0, 60

✳✳✳

◆❛❝❤ ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙❝❤❡♠❛ ✇❡r❞❡♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❢ür

p(V orhersage = sonnig|Golf = ja), P (V orhersage = bedeckt|Golf = ja), usw.
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❱♦r❤❡rs❛❣❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐♥ ❈➦ ▲✉❢t❢❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ✐♥ ✪ ❲✐♥❞ ●♦❧❢❄
s♦♥♥✐❣ ✷✾✱✹ ✽✺ s❝❤✇❛❝❤ ♥❡✐♥
s♦♥♥✐❣ ✷✻✱✼ ✾✵ st❛r❦ ♥❡✐♥
❜❡❞❡❝❦t ✷✽✱✸ ✼✽ s❝❤✇❛❝❤ ❥❛
r❡❣♥❡r✐s❝❤ ✷✶✱✶ ✾✻ s❝❤✇❛❝❤ ❥❛
r❡❣♥❡r✐s❝❤ ✷✵ ✽✵ s❝❤✇❛❝❤ ❥❛
r❡❣♥❡r✐s❝❤ ✶✽✱✸ ✼✵ st❛r❦ ♥❡✐♥
❜❡❞❡❝❦t ✶✼✱✽ ✻✺ st❛r❦ ❥❛
s♦♥♥✐❣ ✷✷✱✷ ✾✺ s❝❤✇❛❝❤ ♥❡✐♥
s♦♥♥✐❣ ✷✵✱✻ ✼✵ s❝❤✇❛❝❤ ❥❛

r❡❣♥❡r✐s❝❤ ✷✸✱✾ ✽✵ s❝❤✇❛❝❤ ❥❛
s♦♥♥✐❣ ✷✸✱✾ ✼✵ st❛r❦ ❥❛
❜❡❞❡❝❦t ✷✷✱✷ ✾✵ st❛r❦ ❥❛
❜❡❞❡❝❦t ✷✼✱✷ ✼✺ s❝❤✇❛❝❤ ❥❛
r❡❣♥❡r✐s❝❤ ✷✶✱✼ ✽✵ st❛r❦ ♥❡✐♥

❚❛❜❡❧❧❡ ✷✿ ❇❡✐s♣✐❡❧❞❛t❡♥ ③✉r ❊r❦❧är✉♥❣ ❞❡s ♥❛✐✈❡♥ ❇❛②❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❚❛❜❡❧❧❡
s✐♥❞ ❚r❛✐♥✐♥❣s❞❛t❡♥ ♠✐t ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐s❦r❡t❡♥ ❲❡rt❡♥ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t✱ ❞✐❡ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱
♦❜ ♠❛♥ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❚❛❣ ♠✐t ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ●♦❧❢ s♣✐❡❧❡♥ s♦❧❧t❡ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳

❜❡r❡❝❤♥❡t✳

❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡♠ ♦❜❡♥
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❱♦r❣❡❤❡♥✳ ❍✐❡r❢ür ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡❢✉♥❦t✐♦♥

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 ✭✶✮

❞❡r ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣✳ ❯♥❞ ❞❛❢ür ✇✐❡❞❡r✉♠✱ ✉♠ f(x) ❛✉s③✉r❡❝❤♥❡♥✱ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt

µ =
1

n

n
∑

i=1

xi

✉♥❞ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣

σ =

√

√

√

√

1

n− 1

n
∑

i=1

(xi − µ)2

✉♠ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❲❡rt❡s ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳

❙♦ ❦♦♠♠t ♠❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ ❲❡rt❡ ✈♦♥ p(Temperatur = 20|ja) = 0, 129✱
p(Luftfeuchtigkeit = 90|ja) = 0, 045 ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❢ür ❞❡♥
❩✉st❛♥❞ Golf = nein✳

❯♠ ♥✉♥ ❞✐❡ ♥❡✉❡ ■♥st❛♥③ ❡✐♥❡r ❑❧❛ss❡ ③✉♦r❞♥❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠✉ss ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥✲
❧✐❝❤❦❡✐t ❢ür ❞✐❡ ❣❡s❡t③t❡♥ ❩✉stä♥❞❡ ✐♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑❧❛ss❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✿

p (ja)P (sonnig|ja)p(20|ja)p(90|ja)p(stark|ja) = 0, 0012

p (nein) p(sonnig|nein)p(20|nein)p(90|nein)p(stark|nein) = 0, 0016

✶✽
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�

�

�

�

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✿ ●r❛✜s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧✳ ❉❛r❣❡st❡❧❧t ✐st ❡✐♥ ❣r❛✜s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❣❡❣❡❜❡♥❡♥
❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t❡♥✳ ❑♥♦t❡♥ ❆ ✐st ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❉✱ ❑♥♦t❡♥ ❇ ✈♦♥ ❑♥♦t❡♥ ❆ ✉♥❞ ❉✳ ❉❡r
❑♥♦t❡♥ ❈ ✐st ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❑♥♦t❡♥ ❆✳ ❉❛ ❑♥♦t❡♥ ❊ ❦❡✐♥❡ ❑❛♥t❡ ❜❡s✐t③t✱ ✐st ❡r ✈♦♥
❦❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♥♦t❡♥ ❛❜❤ä♥❣✐❣✳

❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❞✐❡ ♥❡✉❡
■♥st❛♥③ ✐♥ ❞✐❡ ●r✉♣♣❡ Golf = nein ③✉♦r❞♥❡t✱ ❞❛ 0, 0016 > 0, 0012✳ ❲❡♥♥ ❡s ♥✉♥
❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ■♥st❛♥③ ❣✐❜t✱ ❜❡✐ ❞❡r ❡✐♥ ❆ttr✐❜✉t✇❡rt ♥✐❝❤t ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❑❧❛ss❡♥✇❡rt ✈♦r❦♦♠♠t✱
❞❛♥♥ ✐st ❡s ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❡✐♥❡♥ ❦❧❡✐♥❡♥ ❲❡rt ③✉ ❞❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③✉ ❛❞❞✐❡r❡♥✱ ❞❛
♠❛♥ s♦♥st ✈♦r ❞❡♠ Pr♦❜❧❡♠ stä♥❞❡✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❣❧❡✐❝❤ ♥✉❧❧ ❣✐❜t
✭❛❞❞✐t✐✈❡ ●❧ätt✉♥❣✱ ❡♥❣❧✳✿ ❛❞❞✐t✐✈❡ s♠♦♦t❤✐♥❣✮✳

◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❣❡❤ört ③✉ ❞❡r ●r✉♣♣❡ ❞❡r ❣r❛✜s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡✱ ✇✐❡ ❛✉❝❤✱ ❞❛s ✐♥ ❞❡r ❊✐♥✲
❧❡✐t✉♥❣ ✶ ❡r✇ä❤♥t❡✱ ▼❘❋✳ ●r❛✜s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❜r✐♥❣❡♥ ●r❛♣❤❡♥t❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥✲
❧✐❝❤❦❡✐tst❤❡♦r✐❡ ③✉s❛♠♠❡♥ ✉♥❞ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ❜❡❞✐♥❣t❡r ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t❡♥
③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥✳ ❲✐❡ ❛✉❝❤ ❡✐♥ ♥♦r♠❛❧❡r ●r❛♣❤ ✈❡r❢ü❣❡♥ s✐❡ ü❜❡r
❑♥♦t❡♥ V ✉♥❞ ❑❛♥t❡♥ E ✉♥❞ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ G = (V,E) ♠✐t V = {1, 2, 3, . . . ,m}
✉♥❞ E ⊂ V×V ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❏❡❞❡ ❑❛♥t❡ E ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ P❛❛r ✈♦♥ ❑♥♦t❡♥ (s, t ∈ V )✳
❊①✐st✐❡rt ❞✐❡ ❑❛♥t❡ (s, t) s♦ ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡s✱ ❞❛ss s ✉♥❞ t ✈♦♥ ❡✐♥❛♥❞❡r ❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✳
●✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡ ❑❛♥t❡✱ ❜❡st❡❤t ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t✱ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r
❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ❑♥♦t❡♥ s✐♥❞ ❜❡❦❛♥♥t ❬✷✶❪✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞♦rt
✐st p(A,B,C,D,E) = p(C|A)p(B|A,D)p(A|D)p(D)p(E)✳

✷✳✷✳✹ ▲✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❉✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✐st ❡✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥s❛♥❛❧②s❡✱ ❞✐❡✱ ❣❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❢♦r✲
♠✉❧✐❡rt✱ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❛r③✉st❡❧❧❡♥ ✈❡rs✉❝❤t✳ ❉❡r ❇❡❣r✐✛
❘❡❣r❡ss✐♦♥ st❛♠♠t ❛✉s ❞❡♠ ✶✾✳ ❏❤✳ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❙✐r ❋r❛♥❝✐s ●❛❧t♦♥ ✭✶✽✷✷ ✲ ✶✾✶✶✮
❣❡♣rä❣t✸✳ ❉❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❱❡r❡r❜✉♥❣ ❞❡s ▼❡♥s❝❤❡♥ ✉♥❞
✈❡rs✉❝❤t❡ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ③✉ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥✱ ✐♥✇✐❡✇❡✐t ❣❡✇✐ss❡ ▼❡r❦♠❛❧❡ ✉♥❞ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r

✸❉✐❡ ■❞❡❡ ❣❡❤t ❛✉❢ ❏♦❤❛♥♥ ❈❛r❧ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ●❛✉ÿ ③✉rü❝❦✳

✶✾
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❊❧t❡r♥ ❛♥ ❞✐❡ ❑✐♥❞❡r ✇❡✐t❡r❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ③✉ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥✱ s❛♠♠❡❧t❡
●❛❧t♦♥ ❉❛t❡♥ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❑ör♣❡r❣röÿ❡ ✈♦♥ ❊❧t❡r♥ ✉♥❞ ❑✐♥❞❡r♥ ✉♥❞ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡ ❞❡♥
❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞❡r ●röÿ❡♥✳ ❉❛❢ür ❜❡♥öt✐❣t❡ ❡r ❞✐❡ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tts❣röÿ❡ ❞❡r ❊❧t❡r♥✱ ✇♦
❞✐❡ ❉❛t❡♥ ③✉♥ä❝❤st ♥♦r♠❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♠✉sst❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❡r ❞✐❡ ❑ör♣❡r❣röÿ❡ ❞❡r ❋r❛✉✲
❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❋❛❦t♦r ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ❤❛t✳ ❊r st❡❧❧t❡ ❢❡st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●röÿ❡ ❞❡r
❑✐♥❞❡r ❢❛st ❡✐♥❡r ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ❦❛♠ ✉♥❞ ❡s ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❱❛r✐❛♥③ ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡♥ ❋❛♠✐❧✐❡♥ ❣❛❜✳ ❊r ♥❛❤♠ ❞✐❡ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tts❣röÿ❡ ❞❡r ❑✐♥❞❡r ✉♥❞ ❡r❤✐❡❧t ❡✐♥❡ ●❡r❛❞❡
♠✐t ❞❡r✱ ✈✐s✉❡❧❧ ❜❡st✐♠♠t❡♥✱ ❙t❡✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ✷✴✸✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❢❛♥❞ ❡r ❤❡r❛✉s✱ ❞❛ss ❜❡✐
ü❜❡r❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ❣r♦ÿ❡♥ ♦❞❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❊❧t❡r♥ ❞✐❡ ❑✐♥❞❡r ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞
❦❧❡✐♥❡r ♦❞❡r ❣röÿ❡r ✇❛r❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❡r ❞✐❡ ✒❘❡❣r❡ss✐♦♥ ③✉♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt✏ ❬✷✷❪ ❜❡st✐♠♠t❡✳
❩✉sät③❧✐❝❤ st❡❧❧t❡ ❡r ❡✐♥❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s❣❡r❛❞❡✱ ❜❡st✐♠♠t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tts❣röÿ❡
❞❡r ❑✐♥❞❡r✱ ❛✉❢✳ ◆❛❝❤ ❤❡✉t✐❣❡♠ ❱❡rstä♥❞♥✐s ✈❡rs✉❝❤t❡ ●❛❧t♦♥ ♠✐t ❞❡♥ ❘❡❣r❡ss♦r❡♥ x

✭●röÿ❡ ❞❡r ❊❧t❡r♥✮ ❞✐❡ ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ y ✭●röÿ❡ ❞❡r ❑✐♥❞❡r✮ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉✐❡s❡s
✐st ❞❛s ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥s♠♦❞❡❧❧✿ y = β0 + β1x + ǫ✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r
❘❡❣r❡ss✐♦♥s♣❛r❛♠❡t❡r ✭β✮ ❧✐♥❡❛r ✐st✳ ❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ✇❡r❞❡♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r
❦❧❡✐♥st❡♥ ◗✉❛❞r❛t❡ ✭❧❡❛st sq✉❛r❡s✮ ❣❡s❝❤ät③t✳ ❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ♠❛♥ ❤❛t ❡✐♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③

D =
{

(y, x)(1) , (y, x)(2) , . . . , (y, x)(n)
}

♠✐t

y(1) = β0 + β1x
(1)

y(2) = β0 + β1x
(2)

✳✳✳

y(n) = β0 + β1x
(n).

❯♠ ❛♥ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✭β✮ ③✉ ❣❡❧❛♥❣❡♥✱ ♠✉ss ♠❛♥ ♥✉♥

min
β0,β1

n
∑

i=1

(

y(i) −
(

β0 + β1x
(1)
1

))2

❛✉sr❡❝❤♥❡♥✳ ❩✉ ❡r✇ä❤♥❡♥ ✐st ♥♦❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡❣r❡ss♦r❡♥ xi ♥✐❝❤t ❣❡♥❛✉s♦ ✈❡r✇❡♥❞❡t
✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✱ ✇✐❡ s✐❡ ✐♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ✈♦r❦♦♠♠❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ✇❡❞❡r ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥
❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡✱ ♥♦❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ✒❩✉st❛♥❞✏✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✳ ❇✳ ❡✐♥❡ ❩❡✐❧❡ ❛✉s ❡✐♥❡r ❉❛✲
t❡♥❜❛♥❦ ❜❡❦♦♠♠t✱ ❜❡✐ ❞❡r ♠❛♥ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❉❛t❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❜❡st✐♠♠t❡ x✱
❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ φ(x) ♥✉t③❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❩✉st❛♥❞s✲
r❛✉♠ ③✉ tr❛♥s❢❡r✐❡r❡♥✱ ✉♠ ♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❡✐♥❡♥ ❜❡ss❡r❡♥ ❙❝❤ät③❡r ❢ür y ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✳
❖❤♥❡ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❞❛❞✉r❝❤ ③✉ ✈❡rä♥❞❡r♥✳

■♥ ❞❡♥ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ k✲♠❡❛♥s
✉♥❞ ❉❇❙❈❆◆ ❡r❧ä✉t❡rt✳

✷✳✷✳✺ k✲♠❡❛♥s

❊✐♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡s ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥s ✐st k✲♠❡❛♥s✱ ❞❛s ③✉r ❈❧✉st❡r❛♥❛❧②s❡ ❣❡♥✉t③t
✇✐r❞✱ ✐♥❞❡♠ ❡s s♦✇♦❤❧ ❈❧✉st❡r ❛❧s ❛✉❝❤ ❈❧✉st❡r③❡♥tr❡♥ ✜♥❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊s ❣❡❤ört ③✉ ❞❡♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✿ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t ❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ■r✐s ❉❛t❡♥s❛t③✱ ♥❛❝❤❞❡♠ ❡r ❞✉r❝❤ k✲
♠❡❛♥s ❣❡❝❧✉st❡rt ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❋❛r❜❡♥ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❞r❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❈❧✉st❡r
❞❛r✳

♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❬✷✸❪✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ D ✐♥ ❡✐♥ ❙❡t ✈♦♥ ❈❧✉st❡r♥ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥✐❡rt ✇✐r❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❬✷✹❪ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡r ❆❜st❛♥❞✳ ●❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞ ③✇❡✐ P✉♥❦t❡ a ∈ R
n ✉♥❞

b ∈ R
n✳ ❉❡r ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❆❜st❛♥❞ ❞✐❡s❡r P✉♥❦t❡ ✐st ❞❡✜♥✐❡rt ❛❧s✿

distEuklid(a, b) =

√

√

√

√

n
∑

i=1

(ai − bi)2 =‖ a− b ‖2

❊♥ts♣r✐❝❤t ❛❧s♦ ❞❡♠ ❞✐r❡❦t❡♥ ❲❡❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ P✉♥❦t❡♥✳

❋ür ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ✇✐r❞ ❞❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛❧❧❡ ❛❜③ä❤❧❜❛r
s✐♥❞ ✉♥❞ ❛❧s ❆❜st❛♥❞s♠❛ÿ ❞✐❡ q✉❛❞r✐❡rt❡ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❉✐st❛♥③ ❣❡♥✉t③t ✇✐r❞✳ ▼❛♥ ♠✉ss
✈♦r❤❡r ✇✐ss❡♥ ✇✐❡✈✐❡❧❡ ❈❧✉st❡r ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s ❡✐♥ ❊✐♥❣❛❜❡♣❛r❛♠❡t❡r
❞❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✐st✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✭s✳ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✮ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❆❜st❛♥❞s♠❛ÿ❡
s♦✇♦❤❧ ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❆❜st❛♥❞ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥✲❉✐st❛♥③ ❣❡♥✉t③t✳

❉❡r ✇♦❤❧ ❜❡❦❛♥♥t❡st❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ③✉r ▲ös✉♥❣ ✈♦♥ k✲♠❡❛♥s ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❆❧❣♦r✐t❤✲
♠✉s ✈♦♥ ❙t✉❛rt ▲❧♦②❞ ✉♥❞ ❤❛t ❞r❡✐ ❙❝❤r✐tt❡✳ ❉❡r ❡rst❡ ❙❝❤r✐tt ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ k ③✉❢ä❧❧✐❣❡
❈❧✉st❡r③❡♥tr❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♥ ❩❡♥tr❡♥ s✐♥❞ ❢ür ❣❡✲
✇ö❤♥❧✐❝❤ ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❚r❛✐♥✐♥❣s❞❛t❡♥ ❣❡✇ä❤❧t✳ ■♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥✲
③❡❧♥❡♥ ❖❜❥❡❦t❡ ❞❡♠ ❈❧✉st❡r③❡♥tr✉♠ ③✉❣❡♦r❞♥❡t✱ ✇❡❧❝❤❡♠ s✐❡ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡s ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥
❆❜st❛♥❞s ❛♠ ♥ä❝❤st❡♥ s✐♥❞✳ ■♥ ❙❝❤r✐tt ❞r❡✐ ✇❡r❞❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡r ❩✉♦r❞♥✉♥❣
♥❡✉❡ ❈❧✉st❡r③❡♥tr❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ✐♥❞❡♠ ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❜✐s❤❡r s♦rt✐❡rt❡♥ P✉♥❦t❡ ❣❡✲
❜✐❧❞❡t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❙❝❤r✐tt❡ ③✇❡✐ ✉♥❞ ❞r❡✐ ✇❡r❞❡♥ s♦ ♦❢t ✇✐❡❞❡r❤♦❧t✱ ❜✐s ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡s
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✿ ❉❇❙❈❆◆✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆rt❡♥ ✈♦♥ P✉♥❦t❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥
❉❇❙❈❆◆ ❞❡✜♥✐❡rt ✉♥❞ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt ❬✸✱ ✷✺❪✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥s✳
❉❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ❤❛t ✈✐❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P❛r❛♠❡t❡r✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ k = 3 ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❈❧✉st❡r
❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇✉r❞❡♥✳

✷✳✷✳✻ ❉❇❙❈❆◆

❉❇❙❈❆◆ ✭❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ s♣❛t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦✐s❡✮ ✐st ❡✐♥ ❞✐❝❤t❡❜❛✲
s✐❡rt❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ❈❧✉st❡r❛♥❛❧②s❡✳ ◆♦✐s❡ ✇✐r❞ ❤✐❡r❜❡✐ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ❞❡s ❉❛t❡♥✲
s❛t③❡s✱ ❞✐❡ ❦❡✐♥❡♠ ❞❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❈❧✉st❡r C1, ..., Ck ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞❡✲
✜♥✐❡rt ✉♥❞ ❛❧s s❡♣❛r❛t❡s ❈❧✉st❡r ❛✉s❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s t❡✐❧t ❞✐❡ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ✐♥
❘❡❣✐♦♥❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❤♦❤❡♥ ❉✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ✇❡♥✐❣❡r ❤♦❤❡♥ ❉✐❝❤t❡ ❡✐♥✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ✈♦♥
❉❇❙❈❆◆ ❣❡❣❡♥ü❜❡r k✲♠❡❛♥s ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❡s ♥✐❝❤t ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✐st✱ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r
❈❧✉st❡r ✈♦r③✉❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ✈♦♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s s❡❧❜ststä♥❞✐❣ ❡r❦❛♥♥t✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r
❱♦rt❡✐❧ ✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡s Pr♦❜❧❡♠✇✐ss❡♥✱ ❛❧s♦ s♣❡③✐❡❧❧❡s ❲✐ss❡♥ ü❜❡r
◆ä❤❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡♥✱ ♠✐t❡✐♥✢✐❡ÿ❡♥ ❧❛ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ❆✉❝❤ ❡t✇❛✐❣❡ ❘❛✉s❝❤♣✉♥❦t❡
✭◆♦✐s❡✮ ❦ö♥♥❡♥ ❡r❦❛♥♥t✱ ❛❧s s♦❧❝❤❡ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ✉♥❞ ③✉rü❝❦❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❉❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❜❡♥öt✐❣t ❞❡♥ ❲❡rt ✈♦♥ ǫ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ♠✐♥♣ts s♦✇✐❡ ❡✐♥❡♥
❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❙t❛rt♣✉♥❦t q✱ ✉♠ ❞✐❡ ❈❧✉st❡r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳
❊s ❣✐❜t ❞r❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆rt❡♥ ✈♦♥ P✉♥❦t❡♥✿ ❑❡r♥♣✉♥❦t❡✱ ❘❛♥❞♣✉♥❦t❡ ✉♥❞ ❘❛✉s❝❤✲
♣✉♥❦t❡✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ♠✐♥♣ts ✐st ♥♦t✇❡♥✐❣✱ ✉♠ ③✉ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ✇❛♥♥ ❡✐♥ P✉♥❦t ❡✐♥
❑❡r♥♣✉♥❦t ✐st✳ ◆ä♠❧✐❝❤ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡r ♠✐♥❞❡st❡♥s ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ♠✐♥♣ts ❞✉r❝❤ ǫ ❡rr❡✐❝❤✲
❜❛r❡ ◆❛❝❤❜❛r♥ ❤❛t✳ ❊✐♥ ❘❛♥❞♣✉♥❦t ❧✐❡❣t ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❘❛❞✐✉s ǫ ❡✐♥❡s ❑❡r♥♣✉♥❦t❡s✱ ❤❛t
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽✿ k✲♠❡❛♥s ✈s✳ ❉❇❙❈❆◆✳ ▲✐♥❦s s✐♥❞ ❞✐❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡✳ ❲ä❤r❡♥❞
k✲♠❡❛♥s✱ ♠✐t k = 2 ✭♦❜❡♥✮ ③✇❡✐ ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡ ❈❧✉st❡r ❡r❦❡♥♥t✱ ❜❡st✐♠♠t ❉❇❙❈❆◆ ✭✉♥t❡♥✮
③✇❡✐ ♥✐❝❤t s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡♥✳

❛❜❡r ♥✐❝❤t ❣❡♥ü❣❡♥❞ P✉♥❦t❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❡✐❣❡♥❡♥ ❘❛❞✐✉s✱ ✉♠ ❡✐♥ ❑❡r♥♣✉♥❦t ③✉ s❡✐♥✳
❘❛✉s❝❤♣✉♥❦t❡ ❧✐❡❣❡♥ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❡✐♥❡s ❑❡r♥♣✉♥❦t❡s ✉♥❞ ❣❡❤ör❡♥ ❦❡✐♥❡♠
❈❧✉st❡r ❛♥✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼ ③❡✐❣t ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆rt❡♥ ❞❡r P✉♥❦t❡✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❆❜✲
st❛♥❞ ǫ = 0, 5 ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r minpts = 4 ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s
❜❡❣✐♥♥t ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P✉♥❦t q ✉♥❞ s✉❝❤t ♥✉♥ ❛❧❧❡ P✉♥❦t❡✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞ < ǫ

❤❛❜❡♥✳ ❉❛♥❛❝❤ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❘❛✉s❝❤♣✉♥❦t❡ ❣❡❧ös❝❤t ✉♥❞ ❞✐❡ ❑❡r♥♣✉♥❦t❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❑❛♥✲
t❡ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆❧s ❧❡t③t❡r ❙❝❤r✐tt ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❘❛♥❞♣✉♥❦t❡ ❞❡♠ ♥ä❝❤st❧✐❡❣❡♥❞❡♥
❈❧✉st❡r ③✉❣❡♦r❞♥❡t ❬✷✸❪✳ ❉❡r ❆❜st❛♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ P✉♥❦t❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❈❧✉st❡rs
✐st ❞✉r❝❤ ǫ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❊✐♥ ❈❧✉st❡r ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❛✉s ❡✐♥❡r ❑❡tt❡ ✈♦♥ P✉♥❦t❡♥ ❜❡st❡❤❡♥✱
❜❡✐ ❞❡r ❞❡r ❡rst❡ ✉♥❞ ❞❡r ❧❡t③t❡ P✉♥❦t ❡✐♥❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❆❜st❛♥❞ ❤❛❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡s❡
P✉♥❦t❡ s✐♥❞ ❞❛♥♥ ❞✐❝❤t❡✈❡r❜✉♥❞❡♥✳

■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆❜st❛♥❞♠❛ÿ❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉❛s ✐st ③✉♠
❡✐♥❡♥ ❞❛s ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❆❜st❛♥❞s♠❛ÿ ✭s✳ ❉❡❢✳ ✺✮✱ ✈♦r③✉st❡❧❧❡♥ ❛❧s ▲✉❢t❧✐♥✐❡✱ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥✲
❞❡r❡♥ ❞✐❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥✲❉✐st❛♥③✱ ❛✉❝❤ ❜❡❦❛♥♥t ❛❧s ❚❛①✐✲▼❡tr✐❦✳ ❚❛①✐✲▼❡tr✐❦ ❞❡s❤❛❧❜✱ ✇❡✐❧
♠❛♥ s✐❝❤ ✈♦rst❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❝❤ ♥✉r ü❜❡r ❡✐♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡s ❙tr❛ÿ❡♥♥❡t③ ③✇✐s❝❤❡♥
③✇❡✐ P✉♥❦t❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥ ❞❛r❢✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ❬✷✹❪ ▼❛❤❛tt❛♥✲❉✐st❛♥③✳ ❉❡r ◆❛♠❡ ❞❡r ▼❛♥❤❛tt❛♥✲❉✐st❛♥③ st❛♠♠t ✈♦♥
❞❡r ❱♦rst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❝❤ ♥✉r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❙tr❛ÿ❡♥❣✐tt❡rs ❜❡✇❡❣❡♥ ❦❛♥♥ ✭③✳ ❇✳
❡✐♥❡s ✇✐❡ ✐♥ ▼❛♥❤❛tt❛♥✮✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ●röÿ❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❧ö❝❦❡ ✐❞❡♥t✐s❝❤ ✐st✳ ❉✐❡
❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ P✉♥❦t❡♥ a ∈ R

n ✉♥❞ b ∈ R
n ✐st ❞✉r❝❤

distManhattan(a, b) =
n

∑

i=1

|ai − bi| = ‖a− b‖1 ,

❣❡❣❡❜❡♥✳ ❩✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ P✉♥❦t❡♥ ❦❛♥♥ ❡s ❛✉❝❤ ♠❡❤r❡r❡ ❦ür③❡st❡ ❲❡❣❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❞✐❡s❡r ▼❡tr✐❦ ❣❡❜❡♥ ✭s✳ ❆❜❜✳ ✾✮✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✿ ❆❜st❛♥❞s♠❛ÿ❡✳ ❉✐❡ ❞✐r❡❦t❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ P✉♥❦t❡ ✭♦r❛♥❣❡♥❡ ▲✐♥✐❡✮
✐st ❞❡r ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❆❜st❛♥❞✳ ❉✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❢❛r❜✐❣❡♥ ▲✐♥✐❡♥ st❡❧❧❡♥ ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ r♦t❡♥ P✉♥❦t❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ▼❛♥❤❛tt❛♥✲❉✐st❛♥③ ❞❛r✳ ❉✐❡ ❲❡❣❡ ❞❡r
▼❛♥❤❛tt❛♥✲❉✐st❛♥③ ❤❛❜❡♥ ❛❧❧❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲ä♥❣❡✳

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❧ässt s✐❝❤ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❉❇❙❈❆◆ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st✱ ❛✉❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
❋♦r♠❡♥ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ✇ä❤r❡♥❞ k✲♠❡❛♥s ♥✉r ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡ ❈❧✉st❡r ❡r❦❡♥♥❡♥ ❦❛♥♥ ✭s✳ ❆❜❜✳
✽✮✳

✷✳✸ ❱❡r✇❛♥❞t❡ ❆r❜❡✐t❡♥

■♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶ ✇✉r❞❡ ❦✉r③ ❞❛s ▼❉▲✲Pr✐♥③✐♣ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡s❡s ❦❛♥♥ ❣❡♥❡r❡❧❧ ❛❧s ❍✐♥✲
t❡r❣r✉♥❞✐❞❡❡ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ◆❛tür❧✐❝❤ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡
❆r❜❡✐t❡♥ ♠✐t ▼❉▲ ✉♥❞ s♦♠✐t ❣✐❜t ❡s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆♥sät③❡ ❞✐❡ ■❞❡❡ ❞❡r ❑♦♠♣r✐✲
♠✐❡r✉♥❣ ❜③✇✳ ❞❡r ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✈♦♥ ❉❛t❡♥ ✉♠③✉s❡t③❡♥✳ ❏❡❞♦❝❤ ❣✐❜t ❡s ❜✐s❧❛♥❣ ❦❡✐♥❡♥
❆♥s❛t③ ♠✐t ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❍❡r❛♥❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡✱ ✇✐❡ s✐❡ ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞✳ ◆❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞
✇❡r❞❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t❡♥ ❛♥❣❡s♣r♦❝❤❡♥✳

❉❡r ❣röÿt❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❜✐s❧❛♥❣ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❆♥✲
sät③❡♥ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ♠✐t ❞❡r ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s
✉♥❞ ♥✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡rs❡t③t✳

❆✉s ❬✷✻❪ ❣❡❤t ❤❡r✈♦r✱ ❞❛ss ❥❡ ❣röÿ❡r ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ✐st✱ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✉♠s♦ ❜❡ss❡r ❦♦♠♣r✐♠✐❡rt
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❣röÿ❡ ✇✐r❞ ♥✐❝❤t ♦♣t✐♠✐❡rt✱ s♦♥❞❡r♥ s♦❧❧t❡ ❡❤❡r ♠ö❣❧✐❝❤st
❣r♦ÿ s❡✐♥✱ ✇❛s ❣❛♥③ ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❞❡♥ ❩✐❡❧❡♥ ✉♥❞ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t
st❡❤t✳ ❍✐❡r ✐❜❡st❡❤t ❞❛s ❩✐❡❧ ❞❛r✐♥✱ ❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❦❧❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳

❉✐❡ ■❞❡❡✱ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ③✉ ❝❧✉st❡r♥✱ ❜❡✈♦r ❞❛r❛✉s ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ❣❡❧❡r♥t ✇✐r❞✱ ✐st ❡✐♥ ✇❡✐t
✈❡r❜r❡✐t❡t❡r ❆♥s❛t③✳ ❊s ❣✐❜t ✈✐❡❧❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆r❜❡✐t❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞❛♠✐t ❜❡❢❛ss❡♥✳ ❆❧s

✷✹



✷ ●❘❯◆❉▲❆●❊◆ ✷✳✸ ❱❡r✇❛♥❞t❡ ❆r❜❡✐t❡♥

❇❡✐s♣✐❡❧ s❡✐ ❞✐❡ ■❞❡❡ ❛✉s ❬✷✼❪ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ③✉❡rst ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❙✉♣♣♦rt ❱❡❦t♦r❡♥
❞✉r❝❤ ❝❧✉st❡r♥ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ✈❡rr✐♥❣❡rt ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❣❡❧❡r♥t✳ ❉✐❡s ✐st ③✇❛r ä❤♥❧✐❝❤
♠✐t ❞❡♥ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✱ ❛❜❡r ❞❡♥♥♦❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ③✉♠
❡✐♥❡♥ ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❡s ❦❡✐♥❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❦t♦r❡♥ ❣✐❜t ✉♥❞ ❛✉❝❤
❞✐❡ ●röÿ❡ ❞❡r ❉❛t❡♥ ♥✐❝❤t ❜❡s❝❤rä♥❦t ✇✐r❞✱ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ♥✐❝❤t
❞❛s ▼♦❞❡❧❧✱ s♦♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❣❡❝❧✉st❡rt✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ③✇❛r ❞❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❉❛t❡♥s❛t③
❦❧❡✐♥❡r✱ ❛❜❡r ❞❛s ❞❛r❛✉s ❣❡❧❡r♥t❡ ▼♦❞❡❧❧ ❦❛♥♥ tr♦t③❞❡♠ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❤❛❜❡♥✱
❞❛ ❡s ❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧❡ P❛r❛♠❡t❡r ❜❡s✐t③❡♥ ❦❛♥♥ ✇✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❖r✐❣✐♥❛❧❞❛t❡♥s❛t③✳ ❉❛s st❡❤t
❛❜❡r ♠✐t ❞❡♥ ❩✐❡❧❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐♠ ❲✐❞❡rs♣r✉❝❤✳

❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆♥s❛t③ ✐st ❞❡r ❞❡s ❊①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ▼♦❞❡❧ ▼✐♥✐♥❣ ❬✷✽❪✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱
✇✐❡ s✐❝❤ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ✈❡rä♥❞❡rt✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ♥✉r ❑❧❡✐♥✐❣❦❡✐t❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥
ä♥❞❡rt✳ ❩✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✇✐❡ s✐❝❤ ❡✐♥ ✈♦♥ ❞❡r ❙❱▼ ❣❡❧❡r♥t❡s ▼♦❞❡❧❧ ✈❡rä♥❞❡rt✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥
❡✐♥❢❛❝❤ ❡✐♥❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❚r❛✐♥✐♥❣s❞❛t❡♥ ❡♥t❢❡r♥t✳ ❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✐st ❞❛♥♥ ❡✐♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡s
❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡ss❡♥ ♠❛♥ ✈❡rs✉❝❤t✱ ❛✉✛ä❧❧✐❣❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s
❉❛t❡♥s❛t③❡s ③✉ ✜♥❞❡♥✳

❇❡✐ ❞❡r ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ♥❛❝❤ ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❆♥sät③❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s P❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❣❡✲
❝❧✉st❡rt ✇❡r❞❡♥✱ stöÿt ♠❛♥ ❤ä✉✜❣ ❛✉❢ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❉✐❡s❡ ❡r✇❡✐st s✐❝❤
❥❡❞♦❝❤ ❛❧s ❡✐❣❡♥❡s ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ❜❡tr❛❝❤t❡t s♦♠✐t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❦❡✐♥❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✐♥ ❞❡r
❣❧❡✐❝❤❡♥ ❋♦r♠✱ ✇✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❞❛r❣❡❧❡❣t✳

❩✉❞❡♠ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥ r❡❣✉❧❛r✐s✐❡r✉♥❣s❜❛s✐❡rt❡♥ ❆♥sät③❡♥✳ ❆✉❢ ❘❡❣✉❧❛r✐s✐❡r✉♥❣
✇✐r❞ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✹ ✇❡✐t❡r ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❊✐♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡r ❆♥s❛t③ ❢ür r❛✉♠✲③❡✐t❧✐❝❤❡
❉❛t❡♥ ✐st ✐♥ ❬✶❪ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ③✉❣r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡ ■❞❡❡ s✐❡❤t ✈♦r✱ ❞❛ss ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ✇❡❧❝❤❡s
ü❜❡r ❡✐♥ ❣❡✇✐ss❡s ❩❡✐t✐♥t❡r✈❛❧❧ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✐r❞✱ ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❜❡✲
st❡❤t✳ ❩✐❡❧ ✐st ❡s ♥✉♥✱ ❞❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞❡r ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣❡r✐♥❣ ③✉
❤❛❧t❡♥✱ s♦❞❛ss s✐❝❤ ❛♠ ❊♥❞❡ ❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❦❧❡✐♥❡s ●❡s❛♠t♠♦❞❡❧❧ ❡r❣✐❜t✳

◆✐❝❤t ③✉♠ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❣❡❤ör❡♥❞✱ ❛❜❡r tr♦t③❞❡♠ ❡r✇ä❤♥t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ▲❛s✲
s♦ ✭▲❡❛st ❆❜s♦❧✉t❡ ❙❤r✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❖♣❡r❛t♦r✮ ▼❡t❤♦❞❡ ❬✷✾❪✳ ❉✐❡s❡ ✐st ❡❜❡♥✲
❢❛❧❧s ❡✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ r❡❣✉❧❛r✐s✐❡r✉♥❣s❜❛s✐❡rt❡♥ ❆♥s❛t③✳ ❍✐❡r ❧✐❡❣t ❞❡r ❋♦❦✉s ③✇❛r
❛✉❢ ❡✐♥❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞❛s ❩✐❡❧ ✐st ❤❡r❛✉s③✉✜♥❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r
❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❋❡❛t✉r❡ ✇✐❝❤t✐❣ s✐♥❞✱ ❛❜❡r tr♦t③❞❡♠ ✜♥❞❡t s✐❝❤ ❤✐❡r ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❞✐❡ ❑♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❣❡❧❡r♥t❡♥ ▼♦❞❡❧❧s✳

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s ✈✐❡❧❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆♥sät③❡ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ❉❛t❡♥
③✉ ❝❧✉st❡r♥✱ ❥❡❞♦❝❤ ♥♦❝❤ ❦❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ ✉♠ ❞✐❡s ❛✉❢ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤✲
r❡♥✳ ❍ä✉✜❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❣❡❝❧✉st❡rt✱ ✉♠ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ✉♠❣❡❤❡♥ ③✉
♠üss❡♥ ✉♥❞ ✉♠ ❡✈❡♥t✉❡❧❧❡ ▼❡ss❢❡❤❧❡r ✐♠ ❱♦r❤✐♥❡✐♥ ③✉ ❜❡✐s❡✐t✐❣❡♥✳ ❉❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t
✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ❆♥s❛t③ ✐st ♠❡❤r ✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡s ▼❉▲✲Pr✐♥③✐♣✱ ❞❛ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤st
❡✐♥❢❛❝❤ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡s ▼♦❞❡❧❧ s❡✐♥ s♦❧❧✳

◆❛❝❤❞❡♠ ♥✉♥ ❡✐♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥
✇✉r❞❡✱ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ❞❛s ❦♦♠♠❡♥❞❡ ❑❛♣✐t❡❧ ♠✐t ❞❡r ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ■❞❡❡ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✳

✷✺



✷✻



✸ ▲❆❚❊◆❚❊ ❙❚❘❯❑❚❯❘❊◆

✸ ▲❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ③✉r ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥

❆✉s ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷ ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥❡♥s
♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt s✐♥❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r θ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❱❡❦t♦r ❜❡st❡❤t ♠❡✐st
❛✉s r❡❡❧❧❡♥ ❩❛❤❧❡♥✱ ③✳ ❇✳ Rd ✉♥❞ ❦❛♥♥✱ ❥❡ ♥❛❝❤ ▼♦❞❡❧❧ ✉♥❞ ❉❛t❡♥s❛t③✱ s❡❤r ❣r♦ÿ ✇❡r❞❡♥✳
❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ✈♦rst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❉❛t❡♥✱ ❞✐❡ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ●❡♥❡
❞❡s ▼❡♥s❝❤❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥✱ d ❡✐♥❡ ●röÿ❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ ✹✵✵✳✵✵✵ ❤❛❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❆❜❡r ❛✉❝❤
❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡♥ Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ❡s ♣❛ss✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r P❛r❛♠❡✲
t❡r✈❡❦t♦r ❧❛♥❣ ✇✐r❞✱ ✇❡✐❧ ❡s ③✳ ❇✳ ❜❡✐ ❞✐s❦r❡t❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ✈✐❡❧❡
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❣✐❜t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❉❛t❡♥sät③❡✱ ❞✐❡ ♠❛♥
✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ♠✐t ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ▼♦❞❡❧❧❡ s❝❤ät③❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ♥✉r ❡✐♥❡ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡
❛✉s ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ♥✐❡♠❛❧s ❛❧❧❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡✐♥❤❛❧t❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞❛s
♣♦♣✉❧är❡ ❙❝❤❧❛❣✇♦rt ❇✐❣ ❉❛t❛ ✈❡r♠❛❣ ♥✐❝❤t ❣❡♥ü❣❡♥❞ ❉❛t❡♥ ③✉ ❜❡✐♥❤❛❧t❡♥✱ ✉♠ ❛❧❧❡
❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥ ❛✉s③✉♠❡r③❡♥✳ ❆❧s ❇✐❣ ❉❛t❛ ✇❡r❞❡♥ s❡❤r ❣r♦ÿ❡ ❉❛t❡♥sät③❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱
❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❡s s❝❤✇✐❡r✐❣ ✐st s✐❡✱ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ▼❛ss❡ ❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ♦❞❡r ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞✐❡
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✉ s❝❤♥❡❧❧ ä♥❞❡r♥✱ ③✉ ❛♥❛❧②s✐❡r❡♥✳ ▲❛✉t ■❉❈ ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❉❛t❛ ❈♦r♣♦r❛✲
t✐♦♥✮ ✇✉r❞❡♥ ✐♠ ❏❛❤r ✷✵✶✷ ❥❡❞❡♥ ❚❛❣ ✷✱✽ ❊①❛❜②t❡ ✭✶ ❊①❛❜②t❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t 109 ●✐❣❛❜②t❡✮
❉❛t❡♥ ❡r③❡✉❣t✱ ✐♠ ❏❛❤r ✷✵✶✺ ✐st ❞✐❡s❡ ❩❛❤❧ s❝❤♦♥ ❛✉❢ ✽✱✺ ❊①❛❜②t❡ ❣❡st✐❡❣❡♥ ✉♥❞ ✇✐r❞
✈♦r❛✉ss✐❝❤t❧✐❝❤ ✐♠ ❏❛❤r ✷✵✷✵ ✹✵ ❊①❛❜②t❡ ❜❡tr❛❣❡♥ ❬✸✵❪✳ ❆❜❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥
❉❛t❡♥ ♠✉ss ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥✱ ✉♠ ❤♦❝❤❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ③✉
❦ö♥♥❡♥✱ ❞❛ ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ▼❡♥❣❡ ❡♥❞❧✐❝❤ ✐st✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s
❜❡✐ s❡❤r ❣r♦ÿ❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❛✉❝❤ s❡❤r ❣r♦ÿ❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❛❧s ❊r❣❡❜♥✐s ❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✳

❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❱❡❦t♦r❡♥ s✐♥❞ ❜❡❦❛♥♥t ✉♥❞ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r✲
❜❛r✳ ■♥ ❞❡r ❇❛②❡ss❝❤❡♥ ❙t❛t✐st✐❦ ❣❡❤t ♠❛♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❣❡s❝❤ät③t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r
❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❛✉s ❞❡♠ ❩✉❢❛❧❧ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥✳ ■♠ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t st❡❤t
❤✐❡r ❞❡r ❙❛t③ ✈♦♥ ❇❛②❡s ✭s✳ ❉❡❢✳ ✹✮✱ ♠✐t ❞❡ss❡♥ ❍✐❧❢❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r
❡✐♥❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ s❝❤ät③❡♥ ❦❛♥♥✳ ●❡❣❡❜❡♥ s❡✐ ❡✐♥❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ Grösse = β0 +β1 ·Alter✳
❉❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ♥✐❝❤t ❥❡❞❡r ❲❡rt ✈♦♥ βi ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥
✉♥❞ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ♥✉r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❲❡♥♥
✇✐❡ ❤✐❡r✱ ❞✐❡ ●röÿ❡ ❡✐♥❡s ▼❡♥s❝❤❡♥ ❡✐♥ P❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ✐st✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐✲
❝❤❡r s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ♥✉r ❲❡rt❡ ❁✷✱✽✵♠ ✭❞❡r ❣röÿt❡ ▼❡♥s❝❤ ❞❡r ●❡s❝❤✐❝❤t❡
✇❛r ✷✱✼✷♠ ❣r♦ÿ✮ ❛♥♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ✐♠ ◆♦r♠❛❧❢❛❧❧ ♥❛tür❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ✐st✳ ▼✐t❤✐❧❢❡
❞✐❡s❡r ❛✲♣r✐♦r✐✲❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❦❛♥♥ ❡s ③✉ ❞❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❍ä✉❢✉♥❣❡♥
❛✉s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵ ❦♦♠♠❡♥✳

◆✐♠♠t ♠❛♥ ❛❧s♦ ❛♥✱ ❞❛ss ❡s ❞✐❡s❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❣✐❜t✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥
✇❡✐t❡r❤✐♥ ❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❡rt❡ ♥♦❝❤ ❞✐❝❤t❡r ③✉s❛♠♠❡♥❧✐❡❣❡♥ ♦❞❡r ❡✈❡♥t✉❡❧❧ s♦❣❛r
❛❧❧❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ♠❛♥ ❞❛s ♥✉r ❛✉❢❣r✉♥❞ ❡✐♥❡r ③✉ ❣❡r✐♥❣❡♥
❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❉❛t❡♥ ♥✐❝❤t ❢❡st❣❡st❡❧❧t ❤❛t✳ ❉✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r s♦ ♥❛❤ ❜❡✐✲
❡✐♥❛♥❞❡r ❧✐❡❣❡♥ ✉♥❞ ❡❜❡♥ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt ❤❛❜❡♥✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛✉❝❤
❛❧s ❘❛✉s❝❤❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❘❛✉s❝❤❡♥ ❜❡✇✐r❦t✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❢❛❧s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❣❡❧❡r♥t
✇✐r❞✱ ♠✐t ❞❡r ❋♦❧❣❡✱ ❞❛ss ❡s ③✉ ❖✈❡r✜tt✐♥❣ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✮ ❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼✐t ❞✐❡s❡r
❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤ ✉♥❞ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ s♦❣❛r
✐❞❡♥t✐s❝❤ s✐♥❞✱ ✐st ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤❤❡✐t ❞❡r ❲❡rt❡ ❞✐❡ ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r✳ ❩✐❡❧ ✐st ❡s ♥✉♥✱ ♠✐t❤✐❧❢❡
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ❞✐❡s❡ ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r ✐♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡
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✸✳✶ ❱♦r❣❡❤❡♥ ✸ ▲❆❚❊◆❚❊ ❙❚❘❯❑❚❯❘❊◆

�� � �

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✿ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ st❡❧❧t ❞✐❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❙✐❝❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r
❞❛r✳ ❉✐❡ ❜❧❛✉❡♥ ❇❛❧❦❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡rt❡ ❞❡s ❱❡❦t♦rs✱ ❞✐❡ s✐❝❤✱ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧✱
✐♥ ✈✐❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❈❧✉st❡r♥ ❜❡✜♥❞❡♥✳ ❏❡ ❤ö❤❡r ❞❡r ❇❛❧❦❡♥ ✐st✱ ❞❡st♦ ♠❡❤r ❲❡rt❡
❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡✳ ❉✐❡ r♦t❡♥ ❙tr✐❝❤❡ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❇❡❣r❡♥③✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❈❧✉st❡r ❞❛r✳

❣❡r✐♥❣❡r❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❛❧s ❞✐❡ ❞❡s ❯rs♣r✉♥❣♠♦❞❡❧❧s ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✳

❉❡r ♥ä❝❤st❡ ❆❜s❝❤♥✐tt ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❛s ❣❡♥❡r❡❧❧❡ ❱♦r❣❡❤❡♥✱ ❞❛s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❣❡♥✉t③t
✇✐r❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ③❡♥tr❛❧❡ ■❞❡❡✳ ■♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷ ✇✐r❞ ❡r❧ä✉t❡rt✱ ✇✐❡ ❞✐❡✱ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t❡
❑♦♠♣❧❡①✐tät✱ ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

✸✳✶ ❱♦r❣❡❤❡♥

❩✉r ❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡♥ ❱♦r❣❡❤❡♥s✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r ✜♥❞❡♥
❦❛♥♥✱ s♦❧❧ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✶ ❞✐❡♥❡♥✳ ❉❛s ü❜❡r✇❛❝❤t❡ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡❦♦♠♠t ❡✐♥❡♥ ❉❛t❡♥✲
s❛t③ D ✉♥❞ s❝❤ät③t ❞❛r❛✉s ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♠ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r θ✳ ❉✐❡s❡♠ P❛r❛♠❡t❡r✲
✈❡❦t♦r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❛♥s❡❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ä❤♥❧✐❝❤ s✐♥❞ ✉♥❞
s♦♠✐t ✐♥ ❡✐♥ ❈❧✉st❡r ❣❡❤ör❡♥✳ ▼❛♥ s✐❡❤t ♥✉r ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt❡ ✉♥❞ s✉❝❤t ♥✉♥ ❡✐♥❡ ❧❛t❡♥t❡
❱❛r✐❛❜❧❡ ❞✐❡ ❢❡st❧❡❣t✱ ✇❡❧❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r ③✉ ✇❡❧❝❤❡♠ ❈❧✉st❡r ❣❡❤ört✳ ❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ❢ür
❥❡❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r θi ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❧❛t❡♥t❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ zi✳ ❙✐♥❞ ❜❡✐ ③✇❡✐ P❛r❛♠❡✲
t❡r♥ θi ✉♥❞ θj ❞✐❡ ❧❛t❡♥t❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥✱ ❛❧s♦ ✐st zi = zj✱ ❞❛♥♥ ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡s✱
❞❛ss ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ③✉s❛♠♠❡♥ ✐♥ ❡✐♥ ❈❧✉st❡r ❣❡❤ör❡♥✳ ❉✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❜❡st❡❤t ❛❧s♦
❞❛r✐♥✱ ❛❧❧❡ zi ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ✇❛s ✇✐❡❞❡r✉♠ ✐❞❡♥t✐s❝❤ ③✉♠ ❱♦r❣❡❤❡♥ ❞❡s ❈❧✉st❡r♥s ✐st✱ ❞❛ i

✈♦♥ ❈❧✉st❡r Ci ❞❡r ❧❛t❡♥t❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ zi ❡♥ts♣r✐❝❤t✳

❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✉♥ ❛✉❢ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉s ❞❡♠ ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❡✐♥
✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ✭❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥✮ ❛♥✇❡♥❞❡♥✳ ❍✐❡r ❦ö♥♥❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
▼❡t❤♦❞❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ③✳ ❇✳ k✲♠❡❛♥s ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✺✮ ♦❞❡r ❉❇❙❈❆◆ ✭s✳
❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✻✮✱ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ❈❧✉st❡r❛♥❛❧②s❡✳ ❲✐❡ ③✳ ❇✳ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲
▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❬✸✶❪✱ ❤✐❡r ❛❜❡r ♥✉r ❛♠ ❘❛♥❞❡ ❡r✇ä❤♥t✳ ❉✐❡s❡ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❧❛t❡♥t❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥
✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s D ✉♥❞ ❞✐❡ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❤ör✐❣❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❛✉✣♥❞❡♥✳ ❲✐❝❤t✐❣
✐st ❤✐❡r ③✉ ✉♥t❡rstr❡✐❝❤❡♥✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ♥✉r ✉♠ ❡✐♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❞❡r
P❛r❛♠❡t❡r ❤❛♥❞❡❧t✳

❍❛t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r zi ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❤❡r❛✉s❣❡❢✉♥❞❡♥✱ st❡❧❧t
s✐❝❤ ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐s ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ◆❛❤❡❧✐❡❣❡♥❞ ✐st ❡s✱ ❞✐❡ ❲❡rt❡
✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❈❧✉st❡r ③✉s❛♠♠❡♥③✉❢❛ss❡♥✳ ❍✐❡r❢ür ❣✐❜t ❡s ❜❡❦❛♥♥t❡ ✉♥❞ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❆❣❣r❡✲
❣❛t✐♦♥s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ❞❛s ❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❞❡s ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tts ♦❞❡r ❞❛s ▼✐♥✐♠✉♠
❜③✇✳ ❞❛s ▼❛①✐♠✉♠ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉✐❡s❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐✲

✷✽
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✶✿ ❊✐♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ❞❡r ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✳ ❊✐♥ ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥✲
✈❡r❢❛❤r❡♥ ❧❡r♥t ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♠ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r
θ✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❧❡r♥t ❡✐♥ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❡✐♥ ♥❡✉❡s ▼♦❞❡❧❧✱ ♠✐t
❡✐♥❡♠ ♥❡✉❡♥ ❱❡❦t♦r θ̂✳ ❩✉♠ ❙❝❤❧✉ss ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✉♥❞
✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳

♠❡♥t❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❆✉❝❤ ❛♥❞❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ s✐♥❞ ❞❡♥❦❜❛r✱ ③✳ ❇✳ ❞✐❡
❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ▼❡❞✐❛♥✳ ❉✐❡ ■❞❡❡ ✐st ❤✐❡r❜❡✐✱ ❞❛ss ä❤♥❧✐❝❤❡ ❲❡rt❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❲❡rt ③✉✲
s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥✱ s♦❞❛ss ♠❛♥ s✐❝❤ ♥✉r ♥♦❝❤ ❞❡♥ ❲❡rt s❡❧❜st ✉♥❞ ❞✐❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
✇❡❧❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r ❞✐❡s❡♥ ❲❡rt ❜❡s✐t③t✱ ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥ ♠✉ss✳ ❊✈❡♥t✉❡❧❧ st❡❧❧t s✐❝❤ ❤✐❡r❜❡✐
❤❡r❛✉s✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ P❛r❛♠❡t❡r ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞❛s ♥✉r ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ③✉ ✇❡♥✐❣❡♥ ▼❡ss❞❛t❡♥
♥✐❝❤t ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❙♦ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤ät③❡r ❢ür ❞❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥
P❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ♠❡❤r ❉❛t❡♥ ❣❡s❡❤❡♥ ❤ätt❡✳ ❩✉ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ✐st ❤✐❡r✱ ❞❛ss ♠❛♥
❜❡✐ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✇✐❡ k✲♠❡❛♥s✱ ✇♦ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ③✉ ✜♥❞❡♥❞❡♥ ❧❛t❡♥t❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥
✐♠ ❱♦r❤✐♥❡✐♥ ❡✐♥st❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ♥✉r ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡r ❩❛❤❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ✶ ✉♥❞ d ✇ä❤❧❡♥ ❦❛♥♥✳
❉❡♥♥ ❡s ❦❛♥♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♠ ▼♦❞❡❧❧ ❣❡❜❡♥✱ ❛❧s ❡s P❛r❛♠❡t❡r ✐♠
❯rs♣r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ❣❛❜✳ ❙❡❧❜st ✇❡♥♥ ❞❛s k > d ✐st✱ ✇✐r❞ ❡s ♠❛①✐♠❛❧ d ❈❧✉st❡r ❣❡❜❡♥
❦ö♥♥❡♥✱ ✇♦ ❥❡❞❡s ❈❧✉st❡r ❞❛♥♥ ♥✉r ❡✐♥ ❊❧❡♠❡♥t ❤❛t✳

❲❡r❞❡♥ ♥✉♥ ❛❧❧❡ ❲❡rt❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡✇ä❤❧t❡ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❡rs❡t③t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ♥❡✉❡♥
P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r θ̂✱ ❞❡r ❞✐❡ ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r ❤❛t✳ ❉✐❡s❡r ♥❡✉❡ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r ✐st ❛❜❤ä♥✲
❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥❡♥✱ ❛❧s♦ ❞❛✈♦♥✱ ✇✐❡✈✐❡❧❡ ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥
✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✳ ❉❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ❤❛t ❞❡r ♥❡✉❡ ❱❡❦t♦r ✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡
❑♦♠♣❧❡①✐tät ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷✮ ❛❧s ❞❡r ❯rs♣r✉♥❣s✈❡❦t♦r θ✹✳ ■♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡
●üt❡ ✈♦♥ θ̂ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❛❧s ❜❡✐ θ✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ❤✐❡r✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷ s❝❤♦♥ ❡r❦❧ärt✱
s♦✇♦❤❧ ❡✐♥❡ ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ●üt❡✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ♥❡✉❡♥ ▼♦✲
❞❡❧❧s ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✉♠ ❞✐❡s❡ ♠✐t ●üt❡ ✉♥❞ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ③✉
✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥✳

❉✐❡ ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ✐st ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❛ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③
❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r θ′ ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞❞❡sss❡♥ ä♥❞❡r♥ s✐❝❤ ❞✐❡
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡rt❡ ✉♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät✳ ❲✐❡ ❣❡♥❛✉
s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❜❡st✐♠♠❡♥ ❧ässt✱ ✇✐r❞ ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❣❡③❡✐❣t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ❉❛t❡♥sät③❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛♠✐t ❡✐♥❤❡r❣❡✲
❤❡♥❞❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ♠✐t ❡✐♥❡r ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t✳

✹❉✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ♠✉ss ♥✐❝❤t ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❋❛❧❧ ❛♥❞❡rs s❡✐♥✳ ❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❆❣❣r❡❣❛t❡
g ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r d✱ ❞❛♥♥ ✇är❡ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ♥❡✉❡♥ ❱❡❦t♦rs ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r
❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ❛❧t❡♥ ❱❡❦t♦rs✳

✷✾



✸✳✷ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ✸ ▲❆❚❊◆❚❊ ❙❚❘❯❑❚❯❘❊◆

�� � �

�� � �

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✷✿ ➘❤♥❧✐❝❤ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵ ✐st ❤✐❡r ❡✐♥❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❙✐❝❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ P❛✲
r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❜❧❛✉❡♥ ❇❛❧❦❡♥ ✐♠ ♦❜❡r❡♥ ❚❡✐❧ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡rt❡
✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❈❧✉st❡r ✉♥❞ ❥❡ ❤ö❤❡r ❞❡r ❇❛❧❦❡♥✱ ❞❡st♦ ♠❡❤r P❛r❛♠❡t❡r ❤❛❜❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐✲
❝❤❡♥ ❲❡rt✳ ❉❡r ✉♥t❡r❡ ❚❡✐❧ ✐♠ ❇✐❧❞ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❈❧✉st❡r✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡
❥❡✇❡✐❧s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❈❧✉st❡r♠✐tt❡❧♣✉♥❦t ❡rs❡t③t ✇✉r❞❡♥✳

✸✳✷ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät

❉✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s s❛❣t ❛✉s✱ ✇✐❡ ❣r♦ÿ ❞✐❡s❡s ✐st✳ ❉✐❡s❡s ❲✐ss❡♥ ✐st ♥♦t✲
✇❡♥❞✐❣✱ ✉♠ ❜❡✉rt❡✐❧❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ●röÿ❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ♥❛❝❤ ❞❡r ❆♥✇❡♥✲
❞✉♥❣ ❞❡s ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥s ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉♠ ❯rs♣r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ✈❡rä♥❞❡rt✳ ■♠ ❙✐♥♥❡
❞❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥st❤❡♦r✐❡ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❡✐♥ ❆❧♣❤❛❜❡t ♠✐t ❙②♠❜♦❧❡♥✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s✐♥❞
❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ●❡✇✐❝❤t❡ wi ❛❧s ❙②♠❜♦❧❡ ③✉ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✳ ❊✐♥❡ ③❡♥tr❛❧❡ ❇❡♦❜✲
❛❝❤t✉♥❣ ✐st✱ ❞❛ss✱ s♦❜❛❧❞ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r ❢❡stst❡❤t✱ ❛❧s♦ ♥❛❝❤ ❞❡r ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥✱
❥❡❞❡r s❡✐♥❡r ❲❡rt❡ ❛✉s ❡✐♥❡r ▼❡♥❣❡ W = {w1, w2, . . . , wl} ✐st✳ ❉❡r P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r
θ ❜❡st❡❤t ❞❛♥♥ ❛❧s♦ ❛✉s ❤ö❝❤st❡♥s d ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩❛❤❧❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥✲
t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❤ö❝❤st❡♥s l ✐st ✉♥❞ l ♥✉r ❲❡rt❡ ③✇✐s❝❤❡♥ 1 ✉♥❞ d ❛♥♥❡❤♠❡♥
❦❛♥♥✳ ■st l = 1✱ s♦ ❤❛❜❡♥ ❛❧❧❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt✱ ❜❡✐ l = d ✐st ❥❡❞❡r ❲❡rt
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ✉♥❞ ❡s ❣✐❜t ❦❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✉♠ ❯rs♣r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ✈♦r ❞❡r ❑♦♠♣r❡s✲
s✐♦♥✳ ❏❡❞❡r ❞❡r ❊✐♥trä❣❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦rs ✐st ❡✐♥❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ ❞❡r
❑♦❞✐❡r✉♥❣st❤❡♦r✐❡ ❬✻❪ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ❑♦❞✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❦♦♠♣❛❦t❡st❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❡t✲
✇❛s ③✉ ✈❡rs❝❤❧üss❡❧♥ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶✮✳ ❍❛t ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙②♠❜♦❧❡
✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❱❡❦t♦rs ❤❡r❛✉s❣❡❢✉♥❞❡♥✱ ❣✐❜t ♠❛♥ ❞❡♠ ❙②♠❜♦❧✱ ✇❡❧❝❤❡s ❛♠ ❤ä✉✜❣st❡♥
✈♦r❦♦♠♠t✱ ❞❡♥ ❦ür③❡st❡♥ ❈♦❞❡✱ ❞❡♠ ③✇❡✐t❤ä✉✜❣st❡♥ ❞❡♥ ♥ä❝❤st ❧ä♥❣❡r❡♥ ❈♦❞❡ ✉♥❞ s♦
✇❡✐t❡r✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❣❛r❛♥t✐❡rt ♠❛♥ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣❡r✐♥❣❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❦♦❞✐❡rt❡♥ ❱❡❦t♦rs✳
❱♦r❛✉s❣❡s❡t③t ✇✐r❞✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❙②♠❜♦❧❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❜❡❧❡❣t ✉♥❞ s♦♠✐t ♣rä✜①❢r❡✐ s✐♥❞✱ ❞❡♥♥
❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦❞✐❡r✉♥❣ ♣r♦❜❧❡♠❧♦s ✇✐❡❞❡r rü❝❦❣ä♥❣✐❣ ♠❛❝❤❡♥ ❬✻❪✳

❊s ❣✐❜t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐täts♠❡ss✉♥❣✳ ❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❜❡st❡❤t
❞❛r✐♥✱ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ l ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ●❡✇✐❝❤t❡ ❜③✇✳ ❙②♠❜♦❧❡ ③✉ ③ä❤❧❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✇är❡ l ❛❧s♦ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✳ ➘❤♥❧✐❝❤ ✐st ❡s ❜❡✐ ◆❛✐✲

✸✵



✸ ▲❆❚❊◆❚❊ ❙❚❘❯❑❚❯❘❊◆ ✸✳✷ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät

✈❡ ❇❛②❡s✱ ✇♦ l ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦r❦♦♠♠❡♥
❦ö♥♥❡♥✱ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠❡s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ❛♥ ❞❡♥ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣❡♥ ❣❡③ä❤❧t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❙❱▼ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ❞❡r ●❡✇✐❝❤t❡✱ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ αi ✉♥❞ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❞✐❡ ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥
❉❛t❡♥ ❣❡③ä❤❧t✳

❲✐❡ ✈✐❡❧❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P❛r❛♠❡t❡r ❡s ü❜❡r❤❛✉♣t ❣✐❜t✱ ❦♦♠♠t ❛✉❢ ❞❛s ❣❡✇ä❤❧t❡ ✉♥ü❜❡r✲
✇❛❝❤t❡ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥✳ ❇❡✐ k✲♠❡❛♥s ✐st l ≤ k✱ ❞❛ ❡s ❛✉❝❤ ❧❡❡r❡ ❈❧✉st❡r ❣❡❜❡♥ ✉♥❞
❞✐❡s❡ ♥✐❝❤t ♠✐t❣❡③ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❉❇❙❈❆◆ ❦♦♠♠t ❡s ❞❛r❛✉❢ ❛♥✱ ♦❜ ❞❡r ◆♦✐s❡✲❈❧✉st❡r
❡❜❡♥❢❛❧❧s ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✐r❞ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❉✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ✇❡r❞❡♥ ③❡✐❣❡♥✱ ♦❜
❡s s✐♥♥✈♦❧❧ ✐st✱ ❞❡♥ ◆♦✐s❡✲❈❧✉st❡r ♠✐t③✉③ä❤❧❡♥ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❉❛♠✐t ❜❡❦♦♠♠t ♠❛♥ ♠❡❤r
P❛r❛♠❡t❡r✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ▼♦❞❡❧❧❦♦♠♣❧❡①✐tät✳

❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ③✉ ❜❡✉rt❡✐❧❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt
✷✳✶✳✶✱ ❉❡❢✳ ✶✮✳ ❩✉r ❊r✐♥♥❡r✉♥❣✿ ❉✐❡ ❋♦r♠❡❧ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ❧❛✉t❡t✿H (θ) −

∑

wi
p(wi) ·

log p(wi)✳ ❉❛ ❞✐❡ ❣❡♥❛✉❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t p(wi) ♥✐❝❤t ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ❜❡❞✐❡♥t ♠❛♥ s✐❝❤
❤✐❡r ❡✐♥❡s ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❙❝❤ät③❡rs ✉♥❞ ③ä❤❧t ✇✐❡ ❤ä✉✜❣ ❥❡❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r
✈♦r❦♦♠♠t✳ ❆❧s♦ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t p(wi) ❤✐❡r

#wi

d
✱ ❞❛s ❤❡✐ÿt ❞❡r ❆♥③❛❤❧

✈♦♥ wi ❣❡t❡✐❧t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ✈♦♥ θ✳

❇❡✐s♣✐❡❧✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✷ s♦❧❧ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s P❛r❛♠❡✲
t❡r✈❡❦t♦rs✱ ❛✉❢ ❞❡♥ s❝❤♦♥ k✲♠❡❛♥s ♠✐t k = 4 ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡✱ ❛✉ss✐❡❤t✳ ❉❡r ♦❜❡r❡
❚❡✐❧ ❞❡s ❇✐❧❞❡s ③❡✐❣t ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❈❧✉st❡r ♠✐t ✐❤r❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡♥✳ ❏❡❞❡r
❜❧❛✉❡ ❇❛❧❦❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡♠ ❊✐♥tr❛❣ ✈♦♥ θ✱ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❛❧s♦ ❡✐♥❡♠ θi✳ ❊s ❦❛♥♥ ❛✉❝❤
✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ♠❡❤r❡r❡ ❇❧ö❝❦❡ ü❜❡r❧❛❣❡r♥✳ ❉❛♥♥ s✐♥❞ ♠❡❤r❡r❡ θi ❛♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥
❙t❡❧❧❡✳ ❉✐❡ ❍ö❤❡ ❞❡r ❇❛❧❦❡♥ st❡❧❧t ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r✱ s✐❝❤ ❛♥ ❞✐❡s❡r P♦s✐t✐♦♥
❜❡✜♥❞❡♥❞❡♥✱ θi ❞❛r✳ ■♠ ✉♥t❡r❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ●r❛✜❦ ✇✉r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❲❡rt❡ ❞✉r❝❤ ✐❤r❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥
▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ❡rs❡t③t✳ ❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❡s ✇❛r❡♥ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ✷✵✵ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ❣❡❣❡❜❡♥✱
s♦ ❤❛t ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❊rs❡t③✉♥❣ ♥✉r ♥♦❝❤ ✈✐❡r ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ✈♦rst❡❧❧❡♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❜❡✐ ❍ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡rt❡ ✈♦♥ 80

200
, 50
200

, 40
200

, 30
200

❣❡r✐♥❣❡r
✐st✱ ❛❧s ❤ätt❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❍ä✉✜❣❦❡✐t ♠✐t 1

200
✱ ❜❡✐ ❞❡r ❥❡❞❡r ❲❡rt ♥✉r ❡✐♥♠❛❧ ✈♦r❦♦♠♠t ✉♥❞

♠❛♥ st❛tt ✈✐❡r P✉♥❦t❡♥ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ✷✵✵ P✉♥❦t❡ ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥ ♠üsst❡✳

❆✉s ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶✳✶ ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❆❧♣❤❛❜❡t ♠✐t ❙②♠❜♦❧❡♥ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✱ ✉♠ ❞✐❡
❊♥tr♦♣✐❡ ❛✉s③✉r❡❝❤♥❡♥✳ ❲✐❡ ♦❜❡♥ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞✐❡ ●❡✇✐❝❤t❡ wi ❞✐❡s❡♥
❙②♠❜♦❧❡♥ ✉♥❞ ❩✐❡❧ ✐st ❡s ❤❡r❛✉s③✉✜♥❞❡♥✱ ✇✐❡ ❣r♦ÿ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r θ ✐st✱ ✇❡♥♥
❞✐❡s❡r ♦♣t✐♠❛❧ ❦♦♠♣r✐♠✐❡rt ✇✉r❞❡✳ ❆❧s♦ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♣rä✜①❢r❡✐❡♥ ✭❞❡❦♦❞✐❡r❜❛r❡♥✮ ❈♦❞❡
✈❡rs❝❤❧üss❡❧t ✇✉r❞❡✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤✱ ❥❡ ❦❧❡✐♥❡r ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s✱ ❞❡st♦
❜❡ss❡r ❦❛♥♥ θ ❦♦♠♣r✐♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉ ❜❡❛❝❤t❡♥ ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s✱ ❞❛ss ❡s ❛✉❝❤ ✇✐❝❤t✐❣ ✐st✱
❞✐❡ ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ ❡✐♥ ❊r❣❡❜♥✐s ♠✐t ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡r
❦❧❡✐♥❡♥ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✭❆❝❝✉r❛❝②✮ s❝❤❧❡❝❤t❡r ✐st✱ ❛❧s ❡✐♥ ❡t✇❛s ❤ö❤❡r❡r ❊♥tr♦♣✐❡✇❡rt ♠✐t
❡✐♥❡r ❞❛❢ür ❛✉❝❤ ❤ö❤❡r❡♥ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t✳

❇❡✐❞❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ s✐♥❞ ❢ür ❛❧❧❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❣❧❡✐❝❤ ❛♥③✉✇❡♥✲
❞❡♥✳ ❊s ❣✐❜t ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ③✉ ♠❡ss❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✲
✈❡r❜r❛✉❝❤ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ❡r♠✐tt❡❧t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡r ✐st ❢ür ❥❡❞❡s ▼♦❞❡❧❧ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✲
❧✐❝❤ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉❛ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥

✸✶



✸✳✷ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ✸ ▲❆❚❊◆❚❊ ❙❚❘❯❑❚❯❘❊◆

θ wi wi wi wk wk wk wi wi

θ′
3 wi 3 wk 2 wi

θ wi wj wi wj wi

θ′ 1 wi 1 wj 1 wi 1 wj 1 wi

❚❛❜❡❧❧❡ ✸✿ ■♥t❡r✈❛❧❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣✳ ❉✐❡ ♦❜❡r❡♥ ③✇❡✐ ❩❡✐❧❡♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ③❡✐❣❡♥✱ ✇✐❡ ♠✐t❤✐❧❢❡
❞❡r ■♥t❡r✈❛❧❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❙♣❡✐❝❤❡r♣❧❛t③ ❡✐♥❣❡s♣❛rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❆♥st❛tt ❛❧❧❡ ❲❡rt❡ ❡✐♥✲
③❡❧♥ ③✉ s♣❡✐❝❤❡r♥✱ ✇✐r❞ ❡rst ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❲❡rt ✐♥ ❞✐❡ ▲✐st❡
❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ■♠ ✉♥t❡r❡♥ ❚❡✐❧ ✐st ③✉ s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❛✉❝❤ ❞❛s ❘✐s✐❦♦ ✈♦♥
❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❡r❤ö❤t✱ ✇❡♥♥ ❡s ❡✐♥❡ ✉♥❣ü♥st✐❣❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡rt❡
❣✐❜t✳

③✉❣r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥✱ ❞✐❡ ❛❧❧❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❉❛t❡♥str✉❦t✉r❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡
▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞✐r❡❦t ❛✉s③✉r❡❝❤♥❡♥✱ ✇✐❡ ❤♦❝❤ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡♠ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥
❱❡r❢❛❤r❡♥ ✐st✳ ❍✐❡r ♠✉ss ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❋ä❧❧❡ ❣❡s♦♥❞❡rt ü❜❡r❧❡❣❡♥✱ ✇❛s ❛❜❣❡✲
s♣❡✐❝❤❡rt ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ❇✐ts ③ä❤❧❡♥✳

❊✐♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ❆♥s❛t③ ❢ür ❡✐♥❡ ❙♣❡✐❝❤❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❉❛t❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ■♥t❡r✈❛❧❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣✳
❉✐❡s❡ ❧ässt s✐❝❤ s✐♥♥✈♦❧❧ ❛♥✇❡♥❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✈✐❡❧❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥✲
❞❡ P❛r❛♠❡t❡r ❤❛t✳ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸ ✭♦❜❡♥✮ ③❡✐❣t ❜❡✐s♣✐❡❧❤❛❢t✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞✐❡s❡r ❉❛r✲
st❡❧❧✉♥❣ ❙♣❡✐❝❤❡r♣❧❛t③ ❡✐♥s♣❛r❡♥ ❧ässt✳ ❆♥st❛tt ❥❡❞❡s ❩❡✐❝❤❡♥ ❡✐♥③❡❧♥ ❛❜③✉s♣❡✐❝❤❡r♥✱
✇❡r❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡ ❤✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥❞❡ ❩❡✐❝❤❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✱ s♦❞❛ss st❛tt ❞❡r
❞r❡✐ ❩❡✐❝❤❡♥ wi, wi, wi✱ ♥✉r ❞✐❡ ③✇❡✐ ❩❡✐❝❤❡♥ 3, wi ❛❜❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❇❡✲
s♦♥❞❡rs s✐♥♥✈♦❧❧ ✐st ❞✐❡s ♥❛tür❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ❡s ♠ö❣❧✐❝❤st ❧❛♥❣❡ ❘❡✐❤❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡r P❛r❛♠❡✲
t❡r ❣✐❜t ✉♥❞ ✇❡♥♥ ♥✉r ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡ ❆♥③❛❤❧ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✳
❙t❛tt ❞❡s P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦rs θ✱ s♣❡✐❝❤❡rt ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❡♥ ♥❡✉❡♥ ❱❡❦t♦r θ′ ❛❜✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt
♠❛♥ ❤❛t ❡✐♥❡ ▲✐st❡✱ ❞✐❡ ③✉❡rst ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❛♥❣✐❜t✿
(#w1, w1,#w2, w2, . . . ,#wl, wl)✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❛♥♥ ❡s ❤✐❡r❜❡✐ ❛✉❝❤ ❞❛③✉❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss
✈✐❡❧ ♠❡❤r ❙♣❡✐❝❤❡r ✈❡r❜r❛✉❝❤t ✇✐r❞ ❛❧s ✈♦r❤❡r✳ ❲❡♥♥ ③✳ ❇✳ l = 2✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✲
❧✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❥❡❞♦❝❤ ❛❧t❡r♥✐❡r❡♥✱ ❤ätt❡ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❣r♦ÿ❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r♣❧❛t③✲
✈❡r❜r❛✉❝❤ ✇✐❡ ③✉✈♦r✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ✉♥t❡r❡♥ ❩❡✐❧❡♥ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡s✳ ■♥ ❞❡♠ ❋❛❧❧
✇är❡ ❡s s✐♥♥✈♦❧❧❡r✱ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ③✉ ✇ä❤❧❡♥ ✉♥❞ ❛❜③✉s♣❡✐❝❤❡r♥✳

❉✐❡ ■♥t❡r✈❛❧❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ✇✐r❞ ♥✉♥ ❛✉❢ ❛❧❧❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✱ ♠✉ss ❛❜❡r ✈♦r❤❡r ❛♥✲
❣❡♣❛sst ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❉❛t❡♥str✉❦t✉r❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ♠üss❡♥ ❜❡✲

✸✷



✸ ▲❆❚❊◆❚❊ ❙❚❘❯❑❚❯❘❊◆ ✸✳✷ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät

rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞✐❡♥t ❞❛③✉ ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥
▼♦❞❡❧❧❡ ③✉ ♠❡ss❡♥✳ ■♠ ❩✉❣❡ ❞❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ✉♠s♦rt✐❡rt✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✐st ❡s
✇✐❝❤t✐❣ ③✉ ✇✐ss❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ❯♠s♦rt✐❡r✉♥❣ ❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r rü❝❦❣ä♥❣✐❣ ♠❛❝❤❡♥ ♠✉ss
✉♥❞ ❞❡s❤❛❧❜ ♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤ ❛❧❧❡s ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✉♠st❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✳ ❙♦♥st ❜rä✉❝❤t❡ ♠❛♥✱ ✉♠ ❞❡♥
✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❩✉st❛♥❞ ✇✐❡❞❡r ❤❡rst❡❧❧❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ▲✐st❡✱ ✐♥ ❞❡r ❛❜❣❡s♣❡✐✲
❝❤❡rt ✇✐r❞✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❛❧t❡ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ✇❛r✳ ❯♥❞ ❞❛s ✇är❡ ❦❡✐♥❡ ❊✐♥s♣❛r✉♥❣
❞❡s ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤s✳ ❉❡s❤❛❧❜ ❣✐❧t ❡s✱ ❢ür ❛❧❧❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❛♥③✉st❡❧❧❡♥✱
✉♠ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣✉t❡ ❑♦♠♣r✐♠✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✱ ❛✉s ❞❡r ♦❤♥❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ❞❛s
❖r✐❣✐♥❛❧♠♦❞❡❧❧ r❡❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

▲✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❉✐❡ ♦❜❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ■♥t❡r✈❛❧❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❦❛♥♥ ✐♠♠❡r ❛♥❣❡✲
✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧t s✐♥❞✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ✐st ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ P❛r❛♠❡t❡rs♦rt✐❡r✉♥❣ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ ❡s ❤✐❡r ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t
✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ s✐❡ st❡❤❡♥✳ ❙♦ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ ❡r③✇✐♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡
♥❡❜❡♥❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥ ✉♥❞ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ■♥t❡r✈❛❧❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙♣❡✐✲
❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✈♦♥ 2·l ·64❇✐t s♣❡✐❝❤❡r♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛♥♥✐♠♠t✱ ❞❛ss d ✈♦♠ ❚②♣ ❞♦✉❜❧❡ ✐st
✉♥❞ ❞❡s❤❛❧❜ ✻✹❇✐t ✐♠ ❘❆▼ ❜❡❧❡❣t✳ ❉❡r ♦❜❡r❡ ❚❡✐❧ ✈♦♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❙♦rt✐❡r✉♥❣✱
❞✐❡ ♥✐❝❤t ♦♣t✐♠❛❧ ✐st✱ ❞❛ ❛♠ ❆♥❢❛♥❣ ✉♥❞ ❛♠ ❊♥❞❡ ❥❡✇❡✐❧s ❞❡r ❲❡rt wi ✈♦r❦♦♠♠t✳ ❇❡✐
❞❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r s♦ s♦rt✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✱
❞❛ss ❛❧❧❡ wi ❤✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥✳ ❙♦♠✐t ❤ätt❡ ♠❛♥ ❡✐♥ ♥❡✉❡s θ′ ♠✐t {5, wi, 3, wk} ✉♥❞
♠üsst❡ ♥✉r ✈✐❡r ❩❡✐❝❤❡♥✱ st❛tt ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❛❝❤t ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥✳ ❊s ✇är❡ ❛❧s♦ ä❤♥✲
❧✐❝❤ ❞❡♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❆♥s❛t③ ❞❡r ■♥t❡r✈❛❧❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣✱ ♠✐t ❞❡♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ❞❛ss ❤✐❡r ❞✐❡
❦ür③❡st♠ö❣❧✐❝❤st❡ ▲✐st❡ ❛❜❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✇✐r❞✱ ❞❛ ❛❧❧❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ♥❡❜❡♥❡✐♥❛♥❞❡rst❡✲
❤❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ❞❡s❤❛❧❜ ❦❡✐♥❡ ❲❡rt❡ ❞♦♣♣❡❧♥✳ ❉✐❡ ❛❜❣❡s♣❡✐❝❤❡rt❡ ▲✐st❡ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ✇✐❡
❢♦❧❣t ❛✉ss❡❤❡♥✿ {5, wi, 3, wk, 4, wi}✱ s♦♥❞❡r♥ ❡s stü♥❞❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ {9, wi} ✐♥ ❞❡r ▲✐st❡✳

❍❛t ♠❛♥ y = 〈θ,x〉 ❣❡❣❡❜❡♥✱ s♦ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡s (θ1,θ2, . . .θd)
T ·











x1

x2
✳✳✳
xd











✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥

♥✉♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r θi ❲❡rt❡ ✈❡rs❝❤✐❡❜t✱ s♦ ♠✉ss ❞✐❡s❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❛✉❝❤ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r

xi ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt ❡s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✳ ❇✳✿ (θ1,θd,θd−5 . . .θ3)
T ·















x1

xd

xd−5
✳✳✳
x3















✳

❉✐❡s❡ ❆rt ❞❡r ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥✱ ❞❛ ❡s ❤ä✉✜❣
❣❡✇✐ss❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❣✐❜t✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡✳ ❇❡✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥✱ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✱
st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❜❡❞✐♥❣t❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❛r✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ♠❡❤r❡r❡ ❩✉stä♥❞❡
❞❡rs❡❧❜❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡③✐❡❤❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ③✉s❛♠♠❡♥❜❧❡✐❜❡♥ ♠üss❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ■♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥❡♥ ♥✐❝❤t ❣❡tr❡♥♥t ✇❡r❞❡♥ ❞ür❢❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❤✐❡r ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ♥✐❝❤t ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤

✸✸



✸✳✷ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ✸ ▲❆❚❊◆❚❊ ❙❚❘❯❑❚❯❘❊◆

s♦rt✐❡r❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❇❧ö✲
❝❦❡♥ ✈♦rst❡❧❧❡♥ ✭s✳ ❆❜❜✳ ✶✸ ❧✐♥❦s✮✳ ❏❡❞❡r ❞✐❡s❡r ❇❧ö❝❦❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡♠ ❲❡rt ✈♦♥ X
❜❡❞✐♥❣t ❛✉❢ Y ✱ ♠✐t X = {x1, . . . ,xm} ✉♥❞ Y = {y1, . . . , yn}✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡♥
❇❧♦❝❦ ♥✉r ❢ür Y ✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❛✲♣r✐♦r✐ ✲❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❑❧❛ss❡♥ ❡♥t❤ä❧t✳ ❊✐♥❡ ❛✲
♣r✐♦r✐✲❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✐st ③✳ ❇✳ ❞❛s ✈♦r❤❡r✐❣❡ ❲✐ss❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts✈❡r✲
t❡✐❧✉♥❣✱ ❞❛ss ●♦❧❢ ❣❡s♣✐❡❧t ✇✐r❞ ✭s✳ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✷✳✷✳✸✮✳ ◆✉♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❡s
❜❡❧✐❡❜✐❣ ✐st✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡rt❡ ✈♦♥ Y st❡❤❡♥✱ ä❤♥❧✐❝❤ ❞❡r Ü❜❡r✲
❧❡❣✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❞❛♥♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✉♠s♦rt✐❡r❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ❞❡r
■♥t❡r✈❛❧❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥✳ ❇❡✐ ❞❡♥ r❡st❧✐❝❤❡♥ ❇❧ö❝❦❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥
X ♥✉r ❢ür ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡♥ ❇❧♦❝❦ ❢ür ❞❡♥ ❲❡rt xm s♦rt✐❡r❡♥ ✉♥❞ ♠üss❡♥ ❢ür ❛❧❧❡ ✇❡✐t❡r❡♥
❇❧ö❝❦❡ ü❜❡r♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✸ ✭r♦t❡ ✉♥❞ ❣rü♥❡ ▼❛r❦✐❡r✉♥❣❡♥✮ ✈❡r✲
❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ s♦❧❧✳ ❉✐❡ ❇❧ö❝❦❡✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ X ❡♥t❤❛❧t❡♥✱ ♠üss❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r
❙♦rt✐❡r✉♥❣ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s Y✲❇❧♦❝❦s ❛♥❣❡♣❛sst ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐r❞ ✐♥ Y ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ wy4 ♠✐t
wy1 ✈❡rt❛✉s❝❤t✱ s♦ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❇❧ö❝❦❡ ✉♥t❡r ❞❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ y4 ✉♥❞ y1 ❛✉❝❤ ❣❡t❛✉s❝❤t
✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❇❧♦❝❦s ✈♦♥ Y ❣✐❜t ❛❧s♦ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❞❡r ❇❧ö✲
❝❦❡✱ ❞✐❡ X ❡♥t❤❛❧t❡♥✱ ❛♥ ✭s✳ ❜❧❛✉❡ ▼❛r❦✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❆❜❜✳ ✶✸✮✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❇❧ö❝❦❡
✈♦♥ X ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡t❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❡s ♥✐❝❤t r❡❧❡✈❛♥t ✐st✱ ✇❡❧❝❤❡r ❇❧♦❝❦ x1 ♦❞❡r
x4 ✐st✳

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✐♠ s❝❤❧✐♠♠st❡♥ ❋❛❧❧ ♥✉r ❞✐❡ ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❇❧♦❝❦ ♦♣t✐♠❛❧
✇ä❤❧t ✉♥❞ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❇❧ö❝❦❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣ s❝❤❧❡❝❤t s✐♥❞✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡r ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❦❛♥♥ ♠❛♥
♠✐♥❞❡st❡♥s m+1 ❇❧ö❝❦❡ ♣❧✉s ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ✇❡✐t❡r❡ ③✉❢ä❧❧✐❣ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❞❡r ♥✐❝❤t s♦rt✐❡rt❡♥ ❇❧ö❝❦❡ ❛♥ ❙♣❡✐❝❤❡r❜❡❞❛r❢ ❡✐♥s♣❛r❡♥✳

❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡✳ ➘❤♥❧✐❝❤ ✐st ❡s ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❙❱▼ ✭s✳ ❆❜❜✳ ✶✹ ✭❧✐♥❦s✮✮✳
❩✉♥ä❝❤st ❛❜❡r ❡✐♥❡ ❦✉r③❡ ❊r❧ä✉t❡r✉♥❣✱ ✇❡s❤❛❧❜ ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❙❱▼ ❞✐❡s❡ ❆♥s✐❝❤t
✇ä❤❧❡♥ ❦❛♥♥✳ ❆✉❢ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❇❧✐❝❦ ♠❛❣ ❡s s♦ ❛✉ss❡❤❡♥✱ ❞❛ss ✇✐❝❤t✐❣❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
✈❡r❧♦r❡♥ ❣❡❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❡✇✐❝❤t❡ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ αi ✉♥❞ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❉❛t❡♥
xn
i ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r s❝❤r❡✐❜t✱ ❞❛ ❡s ❦❡✐♥❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❉❛t❡♥✲

♣✉♥❦t❡♥ ③✉ ❣❡❜❡♥ s❝❤❡✐♥t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s s✐♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ✈♦♥
❇❡❞❡✉t✉♥❣✱ ❞❛ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥
s♦❧❧❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡✳ ❉❡s❤❛❧❜ ❡♥tst❡❤❡♥ ❞✐❡ ❇❧ö❝❦❡ ✇✐❡
❢♦❧❣t✿ ❞❡r ❡rst❡ ❇❧♦❝❦ ❡♥t❤ä❧t ❛❧❧❡ ●❡✇✐❝❤t❡ αi✱ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❇❧♦❝❦ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❞❡♥ ③✉✲
❣❡❤ör✐❣❡♥ ❉❛t❡♥ ✈♦♥ α1✱ ❞❡r ♥ä❝❤st❡ ❇❧♦❝❦ ❛✉s ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ✈♦♥ α2 ✉♥❞ s♦ ✇❡✐t❡r ❜✐s
③✉ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ✈♦♥ αn✳ ◆✉♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r ü❜❡r❧❡❣❡♥✱ ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡✱ ♦♣t✐♠❛❧❡
❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❡rst❡♥ ❇❧♦❝❦s ❢❡st③✉❧❡❣❡♥✱ ❞❛ ❡s ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✱ ❛♥ ✇❡❧❝❤❡r
❙t❡❧❧❡ ❞❡r i−t❡ ❙tüt③✈❡❦t♦r st❡❤t✳ ❩✉ ❜❡❛❝❤t❡♥ ✐st ❛❜❡r✱ ❞❛ss ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡
❇❧ö❝❦❡ ❞❡r ❉❛t❡♥ ✈❡rt❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥ ✭s✳ ❆❜❜✳ ✶✹✮✳ ❲✐r❞ ❛❧s♦ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❡rs✲
t❡♥ ❇❧♦❝❦s ✭③✉r ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ♠✐t ✵ ❜❡③✐✛❡rt✮ α1 ♠✐t α3 ✈❡rt❛✉s❝❤t✱ s♦ ♠üss❡♥ ❛✉❝❤
❞✐❡ ❇❧ö❝❦❡ ✶ ✉♥❞ ✸ ✈❡rt❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❖r❞♥✉♥❣ ✐st ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡ ❆rt ❡✐♥❡r
❧❛t❡♥t❡♥ ❙tr✉❦t✉r✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡♠ ❙✐♥♥❡ ✇✐❡ ❞❡r ❚✐t❡❧ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❡s ✈♦rs✐❡❤t✱ ❞❛
♠❛♥ ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ✈♦r❣✐❜t✳ ❲✐❝❤t✐❣ ③✉ ❡r✇ä❤♥❡♥ ✐st ♥♦❝❤✱
❞❛ss ♠❛♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ♥✐❝❤t ♥✉r ❞❡♥ ❇❧♦❝❦ ♠✐t ❞❡♥ αi ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s❜❧♦❝❦ ♥❡❤♠❡♥ ❞❛r❢✱
s♦♥❞❡r♥ ❥❡❞❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❇❧♦❝❦✱ ❞❡r ❞✐❡ ❜❡st❡ ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ③✉r ❑♦♠♣r✐♠✐❡r✉♥❣ ❜✐❡t❡t✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✸✿ ❙♣❡✐❝❤❡r❜❡❞❛r❢ ❢ür ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✳ ❩✉ s❡❤❡♥ s✐♥❞ ③✇❡✐ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r❡♥✳
❆✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ ✐st ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❱❡❦t♦r✱ ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡
❱❡❦t♦r✱ ♥✉♥ ❛❜❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ♠ö❣❧✐❝❤st ♦♣t✐♠❛❧❡♥ ❙♦rt✐❡r✉♥❣✱ ✉♠ s♦ ✈✐❡❧❡ ❲❡rt❡ ✇✐❡
♠ö❣❧✐❝❤ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❍✐❡r ❣✐❜t ❡s ❞r❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P✉♥❦t❡✱ ❞✐❡ s♦rt✐❡rt
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞❡r ❇❧♦❝❦ ♠✐t ❞❡♥ ❛✲♣r✐♦r✐ ✲❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ Y ✭❜❧❛✉❡
▼❛r❦✐❡r✉♥❣✮✱ ❞❛♥♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❡rst❡♥ ❇❧♦❝❦s ✈♦♥ xm ✭r♦t❡ ✉♥❞ ❣rü♥❡ ▼❛r❦✐❡r✉♥❣✮
✉♥❞ ③✉sät③❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ❇❧ö❝❦❡ ✭❧✐❧❛ ❙❝❤r✐❢t✮✳

❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠ ❜❡❞❛r❢ ❡s ❡✐♥✐❣❡r ❊r❦❧är✉♥✲
❣❡♥✱ ✇❛s ❤✐❡r ❣❡♥❛✉ ❣❡❝❧✉st❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ❜③✇✳ ✇✐❡ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r θ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠
❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠ ❛✉ss✐❡❤t✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠❡s ❣✐❜t ❡s ❱❡r③✇❡✐✲
❣✉♥❣❡♥✱ ❛♥ ❞❡♥❡♥✱ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ●❡✇✐❝❤t❡✱ ❡♥ts❝❤✐❡❞❡♥ ✇✐r❞✱ ✇❡❧❝❤❡r P❢❛❞
❛❧s ♥ä❝❤st❡s ❣❡✇ä❤❧t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡ ●❡✇✐❝❤t❡ ✈❡rst❡❤❡♥ s✐❝❤ ❤✐❡r ❛❧s ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ θ

✐st ❞❛♥♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ❱❡❦t♦r✱ ❞❡r ❛❧❧❡ ●❡✇✐❝❤t❡ θi ❡♥t❤ä❧t✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s
❇❛✉♠❡s ❜❡✜♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❞❡r ●❡✇✐❝❤t❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡✱ ✐♥ ❞❡r ❞✐❡
●❡✇✐❝❤t❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡r ❚✐❡❢❡♥s✉❝❤❡ ❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠ ❣✐❜t ❡s ❦❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❡t✇❛s ❣❡✲
s❝❤✐❝❦t ③✉ s♦rt✐❡r❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❤✐❡r ♥✉r ❛✉❢ ❞❡♥ ❩✉❢❛❧❧ ❤♦✛❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❙♣❡✐✲
❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❇❛✉♠❡s ❛✉❢
≤ d ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥✳ ❊✐♥❡ ❣❡s❝❤✐❝❦t❡ ❯♠s♦rt✐❡r✉♥❣ ✐st ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ ♠❛♥ ③✉sät③❧✐❝❤
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✹✿ ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤s ❡✐♥❡r ❙❱▼✳ ❉✐❡ ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ s♦❧❧ ❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ✇✐❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ❙❱▼ ✈♦rst❡❧❧❡♥
❦❛♥♥✳ ❉❡r P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r ✇✐r❞ ✐♥ ❇❧ö❝❦❡ ❡✐♥❣❡t❡✐❧t✱ ✇♦❜❡✐ ❇❧♦❝❦ ✵ ❞✐❡ ●❡✇✐❝❤t❡ ❞❡r
❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ αi ❞❛rst❡❧❧t✳ ❲❡r❞❡♥ ♥✉♥ ③✇❡✐ ●❡✇✐❝❤t❡ ✈❡rt❛✉s❝❤t✱ s♦ ♠üss❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡
❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❉❛t❡♥❜❧ö❝❦❡ ✈❡rt❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥✳

❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥ ♠üsst❡✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ✈♦r❤❡r ✇❛r✳ ❉❛s s♣❛rt ❦❡✐♥❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤✳

❍❛t ♠❛♥ ✐♠ ●❡❣❡♥③✉❣ ❞❛③✉ ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠✱ ③✳ ❇✳ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠
❋♦r❡st✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ♥✉♥ ü❜❡r❧❡❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❣✐❜t✱ ✉♠
❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ③✉ s♦rt✐❡r❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ✈♦rst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇ä✉♠❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ▼❛tr✐①
❞❛r❣❡st❡❧❧t s✐♥❞ ✭s✳ ❆❜❜✳ ✶✺✮✳ ❉✐❡ ❙♣❛❧t❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡♠ ❇❛✉♠ ✉♥❞ ❞✐❡
❩❡✐❧❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ❩❡✐❧❡ st❡❤❡♥ ❛❧❧❡ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡
❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❇ä✉♠❡♥ ❛♥ ❡rst❡r ❙t❡❧❧❡ s✐♥❞✱ ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❩❡✐❧❡ ❞✐❡ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❙t❡❧❧❡♥
✉s✇✳

❏❡t③t ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ü❜❡r❧❡❣❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❙♣❡✐❝❤❡r s♣❛r❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❩❡✐✲
❧❡♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦rt✐❡rt ✉♥❞ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❲❡rt❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛sst✳ ❉❛♥♥ ❤ätt❡ ♠❛♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s
❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ Pr♦❜❧❡♠✱ ✇✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❛✉♠✱ ❞❛ ♠❛♥ s✐❝❤ ③✉sät③❧✐❝❤ ❞✐❡ ✉r✲
s♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥ ♠✉ss✱ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❘❡❦♦♥str✉❦t✐♦♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳ ❊✐♥❡
❛♥❞❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✇är❡✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ❙♣❛❧t❡♥✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇ä✉♠❡
✈❡rt❛✉s❝❤t✳ ❍✐❡r ✐st ❞✐❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ✇✐❡ ❜❡✐ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❞❡r ❙❱▼✿ ❡s ✐st
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✺✿ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r❡♥ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✳ ❉✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r❡♥
st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❇ä✉♠❡ ❞❛r✳ ❆♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ θi

1 st❡❤t ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❡rst❡ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣ ❞❡r
❇ä✉♠❡✱ ❛♥ ❙t❡❧❧❡ θi

2 ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ✉♥❞ s♦ ✇❡✐t❡r✳ ❉✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇ä✉♠❡ ❦ö♥♥❡♥ ✈❡rt❛✉s❝❤t
✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❛❦t✉❡❧❧❡ P♦s✐t✐♦♥ ♥✐❝❤t ❜❡✐❜❡❤❛❧t❡♥✳

♥✐❝❤t r❡❧❡✈❛♥t✱ ❛♥ ✇❡❧❝❤❡r ❙t❡❧❧❡ ❞❡r i✲t❡ ❇❛✉♠ st❡❤t✱ ❞❛ ❞❛❞✉r❝❤ ❦❡✐♥❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
✈❡r❧♦r❡♥ ❣❡❤❡♥✳ ❍❛t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ❣❡❢✉♥❞❡♥✱ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r
■♥t❡r✈❛❧❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❩❡✐❧❡♥ ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ♦❜❡rst❡♥ ❩❡✐❧❡♥ s♦❧❧✲
t❡ ❥❡❞❡r ❇❛✉♠ ❡✐♥❡♥ ❲❡rt ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❛♥♥ ❡s ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥
❇❛✉♠❣röÿ❡ ♣❛ss✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r θj tr✐✛t✱ ❞❡r ❦ür③❡r ✐st ❛❧s
❱❡❦t♦r θk✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❜❡tr♦✛❡♥❡ ❙t❡❧❧❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ θj ♠✐t ❡✐♥❡r 0 ❛✉❢❣❡✲
❢ü❧❧t✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✇är❡✱ ❞✐❡ ❇ä✉♠❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rs ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r
③✉ s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ◆✉♥ ❦ö♥♥t❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r ❥❡❞❡♥ ❇❛✉♠ ❛❧s ❇❧♦❝❦ ✈♦rst❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡
❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❧ö❝❦❡ ✈❡rt❛✉s❝❤❡♥✱ s♦❞❛ss ♠❛♥ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❛♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡♥
❩❡✐❝❤❡♥ ❡✐♥s♣❛r❡♥ ❦❛♥♥✳

■♥s❣❡s❛♠t ❧ässt s✐❝❤ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥
❣✐❜t✱ ❡✐♥❡ ♠❡❤r ♦❞❡r ✇❡♥✐❣❡r ❡✛❡❦t✐✈❡ ✉♥❞ ❣❡s❝❤✐❝❦t❡ ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✱ s♦❞❛ss
♠❛♥ ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❡✐♥s♣❛r❡♥ ❦❛♥♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ♠✉ss ♠❛♥ ❡r✇ä❤♥❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r
❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ♥✐❡♠❛❧s ❣röÿ❡r ❛❧s d s❡✐♥ ✇✐r❞✳ ❙♦❧❧t❡ ❞✐❡s ❣❡s❝❤❡❤❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐r❡❦t
❞❛s ❯rs♣r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥✳

✸✳✸ ▲❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♥ ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥

❲✐❡ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✐st ❡s ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✱ ❧❛t❡♥t❡
❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡rrä✉♠❡ ✈♦♥ ♠❛s❝❤✐♥❡❧❧❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✳
❊r✇ä❤♥t ✇✉r❞❡ ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❛✉❝❤✱ ❞❛ss ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠
❞✐❡s❡♠ ❩✐❡❧ ♥ä❤❡r ③✉ ❦♦♠♠❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❣✐❜t ❡s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡
❆♥✇❡♥❞✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥❡♥ ✇♦r❛✉s ❞✐❡ ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r ❜❡st❡❤t✳

❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠s ❦❛♥♥ ❡s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ✉♥❞
♥♦♠✐♥❛❧❡ P❛r❛♠❡t❡r ❣❡❜❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ P❛✲
r❛♠❡t❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❛ ❡✐♥❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ♥♦♠✐♥❛❧❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❦❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣
❡r❣❡❜❡♥ ✇ür❞❡ ✉♥❞ s✐❡ s♦♠✐t ❣❛r ♥✐❝❤t ❜❡❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❉❛s Pr♦❜❧❡♠ ❜❡✐ ❞❡♥

✸✼



✸✳✸ Ü❜❡r✇❛❝❤t❡ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ✸ ▲❆❚❊◆❚❊ ❙❚❘❯❑❚❯❘❊◆

♥♦♠✐♥❛❧❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ③✳ ❇✳ ③✇✐s❝❤❡♥ ✒r♦t✏ ✉♥❞ ✒❜❧❛✉✏ ❦❡✐♥❡ ❉✐s✲
t❛♥③ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣ tr❡✛❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡
✇❡✐t ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❡♥t❢❡r♥t s✐♥❞✳

❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠✱ ❦❛♥♥ ❡s ♣❛ss✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❡✈❡♥✲
t✉❡❧❧ ♥✐❝❤t ❣❡♥ü❣❡♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡r ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ❯♠
❞✐❡s❡♠ Pr♦❜❧❡♠ ❡♥t❣❡❣❡♥③✉✇✐r❦❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❊♥s❡♠❜❧❡♠❡t❤♦❞❡♥ ♥✉t③❡♥✳
❊✐♥ ❤ä✉✜❣ ❣❡♥✉t③t❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✐st ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✶✮✳

❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❜❡st❡❤t ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡♥ ✉♥❞ ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❤✐❡r ❛♥✱
❞❛ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ❇ä✉♠❡♥ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ✇✐❧❧✳ ❉❛ ♠❛♥ ♥✉♥ ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡
✈♦♥ ❇ä✉♠❡♥ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ✇✐r❞✱ ❣✐❜t ❡s ❣❡♥ü❣❡♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞✐❡ ❣❡❝❧✉st❡rt
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❍✐❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙♣❧✐t♣✉♥❦t❡✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣❡♥✱ ❛❧❧❡r
❇ä✉♠❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❈❧✉st❡r✐♥❣s ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❧❛t❡♥t❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❉❛✲
♠✐t ❡r③❡✉❣t ♠❛♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣röÿ❡r❡ ▼♦❞❡❧❧❡✱ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥ ♠❛♥ ❞❛s ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥✇❡♥❞❡♥
❦❛♥♥✳ ❉❡♥♥ ❛✉s ❡✐♥❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❇ä✉♠❡♥ ❣❡❤t ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ P❛r❛✲
♠❡t❡r♥ ❤❡r✈♦r✳ ❉✐❡ ❇ä✉♠❡ ✇❡r❞❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡r ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡ ❞❡r ❚r❛✐♥✐♥❣s♠❡♥❣❡
❣❡❧❡r♥t ✉♥❞ ❡s ❦❛♥♥ ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❡s s❡❤r ✈✐❡❧❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❙♣❧✐t♣✉♥❦t❡ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ♠❛♥
❣✉t ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❡✐♥❡ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❡r③❡✉❣t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s
❜❡st❡❤t ❤✐❡r ❞✐❡ ●❡❢❛❤r✱ ❞❛ss ❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ✐♥ ❞❡♥ ❙♣❧✐t♣✉♥❦t❡♥ ✇✐❝❤✲
t✐❣ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❤ö❤❡r❡♥ ❋❡❤❧❡r ♣r♦❞✉③✐❡rt✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛❧❧❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛sst
✉♥❞ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ③✉ s❡❤r ♠❛♥✐♣✉❧✐❡rt✳ ❖❜ s✐❝❤ ❞✐❡s❡r P✉♥❦t ❜❡✇❛❤r❤❡✐t❡t✱ ✇✐r❞ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❜❡❛♥t✇♦rt❡t ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✸✳✸✮✳

❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡✳ ❇❡✐ ❞❡r ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ❣✐❜t ❡s ❞❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞
③✇✐s❝❤❡♥ ♣r✐♠❛❧❡r ✉♥❞ ❞✉❛❧❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❉✉❛❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣
✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❛ ❞✐❡ ❜❡❧✐❡❜t❡st❡♥ ❑❡r♥❡❧✱ ③✳ ❇✳ ❘❇❋✱ ❣❛r ❦❡✐♥❡ ❡①♣❧✐③✐t❡ Pr✐♠❛❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣
❤❛t✳ ❉✐❡ ❞✉❛❧❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✇✐r❞ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ●❡✇✐❝❤t❡♥ ❞❡r
❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ αi ✉♥❞ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❉❛t❡♥ xi✳ ■♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺
❛✉s❣❡❢ü❤rt s✐♥❞✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ❜❡❛♥t✇♦rt❡t✱ ✇❛r✉♠ ❡s s✐♥♥✈♦❧❧ ✐st✱ ❞❛s ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛✉❢
❞❡♥ ●❡✇✐❝❤t❡♥ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ③✉sät③❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❛♥③✉✇❡♥❞❡♥✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s
✐♥ ❬✷✼❪ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ③✉❡rst ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❣❡❝❧✉st❡rt ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❙❱▼ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✱
✉♠ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ●❡✇✐❝❤t❡ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ③✉ ✈❡rr✐♥❣❡r♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❡s ✇✐r❞ ❡rst ❞✐❡
❙❱▼ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✉♥❞ ❞❛♥♥ ✇✐r❞ ❞❡r ♥❡✉❡ ❉❛t❡♥s❛t③ ❣❡❝❧✉st❡rt✳ ❩✉❞❡♠ ✐st ❡s ✇✐❝❤t✐❣ ③✉
❡r✇ä❤♥❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♥✐❝❤t ❞❡r ❣❛♥③❡ ❱❡❦t♦r ❣❡❝❧✉st❡rt ✇✐r❞✱
s♦♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡rt❡ ✐♥ ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r❡♥✳ ❩✉❞❡♠ ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t
❞✐❡ ❉❛t❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ●❡✇✐❝❤t❡ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ③✉ ❝❧✉st❡r♥✳ ❆❜❡r ❛✉❝❤ ❤✐❡r
✐st ❡s ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ③✉ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡s ❘✐s✐❦♦ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❇ä✉♠❡♥ ❣✐❜t✱ ❞❛ss
❦❧❡✐♥❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ✐♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙❱▼
❡♥t❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ♠❛♥ ●❡❢❛❤r ❧ä✉❢t ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❛♠✐t ③✉ s❡❤r ③✉ ♠❛♥✐♣✉❧✐❡r❡♥✳ ❉✐❡s❡s ✇✐r❞
✐♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❡✈❛❧✉✐❡rt✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❇❡✐ ❞❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✐st ❡s ♣❧❛✉s✐❜❡❧✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❈❤❛♥❝❡ ✈✐❡❧❡ ❧❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥ s❡❤r ❤♦❝❤ ✐st✱ ❞❛ ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ P❛r❛♠❡✲
t❡r♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ✉♠ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ♦❞❡r ❜❡❞✐♥❣t❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❤❛♥❞❡❧t✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✻✿ ▲❛t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s Pr✉♥✐♥❣s✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t ❛✉❢ ❞❡r
❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ ❡✐♥❡♥ ❇❛✉♠ ♦❤♥❡ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡s Pr✉♥✐♥❣✳ ❆✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡
r♦t❡♥ ❑r❡✐s❡ ♠✐t ❞❡♥ Pr♦③❡♥t❛♥❣❛❜❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❚❡✐❧❜ä✉♠❡ ♠✐t ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❱❡rs❝❤❧❡❝❤✲
t❡r✉♥❣ ❞❡r ●üt❡ ❞❛r✳

❉✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❡♠♣✐r✐s❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❍ä✉✜❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r
❉❛t❡♥ ❣❡s❝❤ät③t✳ ❉✐❡s❡r ❙❝❤ät③❡r ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s n

N
✱ ✇♦❜❡✐ n ∈ {0, . . . , N} ❞✐❡ ❍ä✉✜❣✲

❦❡✐t ❞❡s ❱♦r❦♦♠♠❡♥s ✐st ✉♥❞ N ❞✐❡ ●❡s❛♠t❛♥③❛❤❧ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✳
◆✉♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ü❜❡r❧❡❣❡♥✱ ✇❛r✉♠ ❞✐❡ ❇❡❤❛✉♣t✉♥❣✱ ❞❛ss ❡s ♣❧❛✉s✐❜❡❧ ✐st✱ ✈✐❡❧❡ ä❤♥❧✐✲
❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡r ❜③✇✳ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✱ st✐♠♠t✳ ❆♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ N ✐st s❡❤r
❦❧❡✐♥✱ ❞❛♥♥ s✐♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✈✐❡❧❡ ❞❡r ❲❡rt❡ ä❤♥❧✐❝❤✱ ❞❛ ❡s ♥✐❝❤t ✈✐❡❧❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
❲❡rt❡ ❣✐❜t✳ ■st N ❤✐♥❣❡❣❡♥ s❡❤r ❣r♦ÿ✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ n

N
✉♥❞ n−1

N
s✐❝❤

s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉❝❤ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥✳

✸✳✹ ❆♥❞❡r❡ ❆♥sät③❡ ③✉r ❑♦♠♣r✐♠✐❡r✉♥❣

❉❛s ❱❡rr✐♥❣❡r♥ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s ✐st ❦❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ■❞❡❡✳ ❙♦ ❣✐❜t ❡s ❢ür ❊♥t✲
s❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✶✮ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t Pr✉♥✐♥❣ ♦❞❡r Pr❡✲Pr✉♥✐♥❣ ③✉
♥✉t③❡♥ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✶✮✱ ✉♠ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ✈❡r❦❧❡✐♥❡r♥ ✉♥❞ ❖✈❡r✜tt✐♥❣ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt
✷✳✷✳✶✮ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✇✐r❞ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s Pr✉♥✐♥❣s ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t ♥❛❝❤ ❧❛t❡♥t❡♥
❙tr✉❦t✉r❡♥ ❣❡s✉❝❤t✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❛♥❣❡ ❚❡✐❧❜ä✉♠❡ ❡♥t❢❡r♥t✱ s♦❧❛♥❣❡ ❞✐❡ ●üt❡
❞❡s ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠s ♥♦❝❤ ä❤♥❧✐❝❤ ❞❡r ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ●üt❡ ✐st✳ ❉✐❡s ❦❛♥♥ ❥❡❞♦❝❤ ❛❧s
✐♠♣❧✐③✐t❡ ❙✉❝❤❡ ♥❛❝❤ ❧❛t❡♥t❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❢ür ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥
❞❡♥ ❇❛✉♠ ❛✉❢ ❞❡♥ ❦❡✐♥ Pr✉♥✐♥❣ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡ ✉♥❞ ❜❡r❡❝❤♥❡t ❢ür ❥❡❞❡♥ ❚❡✐❧❜❛✉♠
❞✐❡ ●üt❡✱ ❞✐❡ ✈❡r❧♦r❡♥ ❣✐♥❣❡✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡s❡♥ ❚❡✐❧❜❛✉♠ ❡♥t❢❡r♥❡♥ ✇ür❞❡✳ ◆✉♥ ✇❡r❞❡♥
❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❚❡✐❧❜ä✉♠❡ ❛♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ♥❡✉❡♥ ❲❡rt❡ ❣❡❝❧✉st❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❡✐❧❜ä✉♠❡ ❛✉s
❞❡♠ ❈❧✉st❡r✱ ❞❛s ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣st❡♥ ❲❡rt❡ ❛❣❣r❡❣✐❡rt✱ ❡♥t❢❡r♥t ✭s✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✻✮✳ ❉✐❡s❡s
❱♦r❣❡❤❡♥ ä❤♥❡❧t ✐♠ ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡♠ ❞❡s Pr✉♥✐♥❣✱ ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✐❝❤t ❣❡♥❛✉ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡
✉♥❞ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ✈❡r❢♦❧❣t✳ ❉❡♥♥ ❤✐❡r❜❡✐ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✉♠ ❞✐❡
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❧❛t❡♥t❡r ❙tr✉❦t✉r❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ P❛r❛♠❡t❡rr❛✉♠✱ ❞❛ ❤✐❡r ❦❡✐♥❡ P❛r❛♠❡t❡r
❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳
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❇❡✐ ❞❡r ❙✉♣♣♦rt ❱❡❦t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✷✮ ❣✐❜t ❡s ❡❜❡♥❢❛❧❧s s❝❤♦♥ ❡✐♥❡♥ ❆♥✲
s❛t③✱ ✉♠ ♠ö❣❧✐❝❤st ❦❧❡✐♥❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❉✐❡s❡s ✐st ✐♥ ❞❡♠ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s♣r♦❜❧❡♠
s❝❤♦♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ❉❡r P✉♥❦t✱ ❞❡r ❜❡✐ ❞❡r ❙❱▼ ❞❛❢ür s♦r❣t✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡
▲ös✉♥❣ ❣✐❜t✱ ❦❛♥♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛❧s ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❛✉❢❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥✳ P❛r❛✲
♠❡t❡r✈❡❦t♦r❡♥ β ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙tr❛❢t❡r♠ ❜❡❧❡❣t✱ ❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ ✐❤r❡r ▲ä♥❣❡
✐st✳ ❏❡ ❣röÿ❡r ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❱❡❦t♦rs✱ ❞❡st♦ ❣röÿ❡r ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❙tr❛❢❡✳ ❉✐❡ ▲ä♥❣❡ ❡✐♥❡s
❱❡❦t♦rs ✐st ❞❡✜♥✐❡rt ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ ❞❡r ❊✐♥trä❣❡ ✐♥ ❞❡♠ ❱❡❦t♦r β. ❉❛ ❞✐❡ ❙tr❛❢❡
s✐❝❤ ♠✐t ❣röÿ❡r❡r ▲ä♥❣❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡r❤ö❤t✱ ❢ü❤rt ❞❛s ❞❛③✉✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♥✉r ♠ö❣❧✐❝❤st ❦❧❡✐♥❡
❩❛❤❧❡♥ ❛❧s ❊r❣❡❜♥✐s ❜❡❦♦♠♠t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇❡r❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r❡♥ ♠✐t ❣r♦ÿ❡r ▲ä♥❣❡
❞✐r❡❦t ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ♠❛♥ ❤✐❡r ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❑♦♠♣❧❡①✐täts✈❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ s♣r❡❝❤❡♥
❦❛♥♥✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❛s ▼✐♥✐♠✐❡r❡♥ ❞❡r ◆♦r♠ ❡✐♥❡s P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦rs ❛❧s
❘❡❣✉❧❛r✐s✐❡r✉♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❘❡❣✉❧❛r✐s✐❡r✉♥❣✳ ●❡❣❡❜❡♥ s❡✐ ❡✐♥ ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥♣r♦❜❧❡♠ ♠✐t ❡✐♥❡r
❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥ L✳ ◆✉♥ s♦❧❧ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❚r❛✐♥✐♥❣s❜❡✐s♣✐❡❧❡ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r β ❣❡❢✉♥❞❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r ❞❡♥ ❱❡r❧✉st ❢ür ❛❧❧❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ♠✐♥✐♠✐❡rt✳ ❉❛s r❡❣✉❧❛r✐s✐❡rt❡ ▲❡r♥♣r♦❜❧❡♠
❜❡st❡❤t ♥✉♥ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ③✉sät③❧✐❝❤ ③✉ L ❡✐♥❡ ❣❡✇✐❝❤t❡t❡t❡ P ✲◆♦r♠ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧✈❡❦t♦rs
♠✐♥✐♠✐❡rt ✇✐r❞✿ minβ

∑n

i=1 L (β,xi, yi) + λ ‖ β ‖P ✱ ♠✐t λ > 0✳ ❲✐❡ st❛r❦ ❞✐❡ ◆♦r♠
♠✐♥✐♠✐❡rt ✇✐r❞✱ ❦❛♥♥ ü❜❡r ❞❛s λ ❡✐♥❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ P ✲◆♦r♠ ‖ β ‖P :=
(
∑n

i=1 | βi |P
) 1

P ♠✐sst ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❡✐♥❡s ❱❡❦t♦rs β✳ Ü❜❡r ❞❛s P
❧ässt s✐❝❤ ❞❡r ●r❛❞ ❞❡r ◆♦r♠ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❆rt ❞❡r ❇❡str❛❢✉♥❣ ❡✐♥st❡❧❧❡♥✺✳ ❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞
❣✐❜t ❡s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆rt❡♥ ❞❡r P ✲◆♦r♠✳ ❉✐❡ ♠❡✐st ❣❡♥✉t③t❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ 1✲◆♦r♠✱ ❞✐❡ 2✲
◆♦r♠ ✉♥❞ ❞✐❡ ∞✲◆♦r♠✳

❇❡✐ ❞❡r 1✲◆♦r♠ ❜❡❦♦♠♠t ♠❛♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ✈✐❡❧❡ ◆✉❧❧❡♥✱ ✇❛s ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❛❧s ❞❛s ❆✉✣♥❞❡♥
❡✐♥❡r ❧❛t❡♥t❡♥ ❙tr✉❦t✉r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞❛s zi ❛♥❣✐❜t✱ ♦❜ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❣❧❡✐❝❤
♥✉❧❧ ✐st ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❆✉s ❞❡r ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ❞❡r ◆♦r♠ ✭❬✸✷❪✱ ❆❜s❝❤♥✐tt ✻✮ ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss
❊✐♥trä❣❡ ✈♦♥ β✱ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥❡r s✐♥❞ ❛❧s λ✱ ❛✉❢ 0 ❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❱❡❦t♦r❡♥ ♠✐t ♠ö❣❧✐❝❤st
✈✐❡❧❡♥ ◆✉❧❧❡♥ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡ ◆♦r♠✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r 2✲◆♦r♠ ✭✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r
❙❱▼ ✈❡r✇❡♥❞❡t✮✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r✱ ❛❜❡r ♥✐❡♠❛❧s ❡①♣❧✐③✐t ❛✉❢ 0 ❣❡s❡t③t✱
✇♦♠✐t ♠❛♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❦❧❡✐♥❡ ❩❛❤❧❡♥ ❜❡❦♦♠♠t✳ ❉✐❡ ∞✲◆♦r♠ ❜❡st✐♠♠t ❞❛s ▼❛①✐♠✉♠
❞❡r ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❱❡❦t♦rs✳ ❉❛s λ ❜❡st✐♠♠t✱ ✇✐❡ ✇✐❝❤t✐❣ ❞❡r ❙tr❛❢t❡r♠ s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠
❣r♦ÿ❡♥ λ s♣✐❡❧t ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❢✉♥❦t✐♦♥ ♥✉r ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳

■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❥❡❞♦❝❤ ❞❛s ❱♦r❣❡❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ✐♥ ❞❡♥ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❆❜s❝❤♥✐t✲
t❡♥ ✭✸✳✶ ❜✐s ✸✳✸✮ ❡r❧ä✉t❡rt ✇✉r❞❡✱ ❣❡♥✉t③t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ 1✲◆♦r♠ ❛❧s ❡✐♥❡
❆rt ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧ ❞❡s ❱♦r❣❡❤❡♥s ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❛♥s❡❤❡♥✳ ❉❡♥♥ ❤✐❡r❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ✈✐❡❧❡ ◆✉❧❧❡♥
❡r③❡✉❣t✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥ ♠✉ss ✉♥❞ ❞❛s ✐st ä❤♥❧✐❝❤ ③✉ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ✈✐❡❧❡ ❣❧❡✐✲
❝❤❡ ♦❞❡r ä❤♥❧✐❝❤❡ ❲❡rt❡ ③✉ ❤❛❜❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❛✉❝❤ ❙♣❡✐❝❤❡r♣❧❛t③ ❣❡s♣❛rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡✱ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡r 1✲◆♦r♠ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❞❡r ▲❡r♥✈❡r✲
❢❛❤r❡♥ ❡✐♥✱ s♦ ❦❛♥♥ ❡s ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❜❡st✐♠♠t❡ ❚❡✐❧❡ ❞❡r ❋♦r♠❡❧♥ ♥✐❝❤t ❜❡r❡❝❤♥❡t
✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✱ ✇❡♥♥ ✈♦r❤❡r ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ✇❛s ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s s❡✐♥ ✇✐r❞✳ ➘❤♥❧✐❝❤ ✐st ❡s ♠✐t
❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡♥ ❞❡s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥s✱ ❞❛ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧♥ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✈♦r❤❡r ❜❡❦❛♥♥t s✐♥❞✳ ❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❆♥✲

✺■♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✇✐r❞ ❡✐♥ ❦❧❡✐♥❡s ♣ ❢ür ❞✐❡ ◆♦r♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞❛s ❦❧❡✐♥❡
♣ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡✐♥❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞✐❡ ◆♦r♠ ❤✐❡r ❞✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ P ❤❛t✳

✹✵



✸ ▲❆❚❊◆❚❊ ❙❚❘❯❑❚❯❘❊◆ ✸✳✹ ❆♥❞❡r❡ ❆♥sät③❡ ③✉r ❑♦♠♣r✐♠✐❡r✉♥❣

sät③❡ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡❣✉❧❛r✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r✱
❛❧s♦ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❚r❛✐♥✐♥❣s✱ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✱ ✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞❛s ❈❧✉st❡r♥ ❞❡r ❲❡rt❡ ❡rst
❞❛♥❛❝❤ ❣❡s❝❤✐❡❤t✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❤✐❡r❜❡✐ ✐st✱ ❞❛ss ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛✉❢ ❥❡❞❡s ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ▲❡r♥✲
✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞✐❡ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣
❡✐♥❣r❡✐❢❡♥ ♠✉ss✳

❉❛s ♥ä❝❤st❡ ❑❛♣✐t❡❧ ❡r❦❧ärt ✇❡❧❝❤❡ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥ ❣❡s❝❤❛✛❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✉sst❡♥✱ ✉♠
❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✭s✳ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✮ ❞✉r❝❤❢ü❤r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳

✹✶



✹✷



✹ ■▼P▲❊▼❊◆❚■❊❘❯◆●

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✼✿ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ❖♣❡r❛t♦r❡♥✳ ❉✐❡ ❞r❡✐ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✐♥ ❘❛✲
♣✐❞♠✐♥❡r✱ ❞✐❡ ③✉r ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❜❡♥öt✐❣t ✇❡r❞❡♥✿ ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛✱ ❉❛✲
t❛✷▼♦❞❡❧ ✉♥❞ ❈♦♠♣❧❡①✐t②✳

✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣

❉✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❣r❛♠♠ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r✻

❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❉♦❝❤ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ü❜❡r❤❛✉♣t r❡❛❧✐s✐❡r❜❛r ✐st✱ ✇❡r❞❡♥ ③✉✲
sät③❧✐❝❤❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ❞✐❡ ❞❛s ❱♦r❣❡❤❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ♠❛❝❤❡♥✱ ✇✐❡ ❡s ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt
✸✳✷✭s♣❡③✐❡❧❧ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✶✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✳

❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ✐st ❡✐♥❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ③✉r ❲✐ss❡♥s❡♥t❞❡❝❦✉♥❣ ✉♥❞ ❱✐s✉❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ✉♥❞ ✈♦♥
❉❛t❡♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ♠❛s❝❤✐♥❡❧❧❡♥ ▲❡r♥❡♥s✳ ❊s ❣✐❜t ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❆♥③❛❤❧ s♦❣❡♥❛♥♥t❡r
❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❣✐❜t ❡s ❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ ✉♠
❉❛t❡♥ ❡✐♥③✉❧❡s❡♥ ✉♥❞ ❛✉s③✉❣❡❜❡♥✳ ❋ür ❞❛s ❋❡❧❞ ❞❡s ❉❛t❛✲▼✐♥✐♥❣✱ ❢ür ♠❛s❝❤✐♥❡❧❧❡ ▲❡r♥✲
✈❡r❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥✳ ❆❧❧❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✷ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ s✐♥❞
✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ❞❛s ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❑❛♣✐✲
t❡❧ ❡r❦❧ärt❡ ❱♦r❣❡❤❡♥ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✱ ✐st ❡s ✈♦♥♥öt❡♥ ❛✉❢ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ③✉③✉❣r❡✐❢❡♥✱ ❞✐❡
❡s s♦ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❲❡r❦③❡✉❣❡ ✈♦♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ③✉ ✜♥❞❡♥ ❣❛❜✳ ❉❛s ❩✐❡❧
✐st ❡s✱ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r❡♥ ✈♦♥
ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❧❡r♥❡♥✱ ❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❦❧❡✐♥❡s✱ ❛❜❡r tr♦t③❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤ ❣✉t❡s
▼♦❞❡❧❧ ✇✐❡ ❞❛s ❆✉s❣❛♥❣s♠♦❞❡❧❧ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✉r❞❡♥ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❞r❡✐
❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❡rst❡❧❧t ✭s✳ ❆❜❜✳ ✶✼✮✱ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥ s♦❧❧❡♥✿

✶✳ ❉❛s ✈♦♠ ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡❧❡r♥t❡ ▼♦❞❡❧❧ ✐st ✈♦♠ ❚②♣ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞
❦❛♥♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡❛r❜❡✐t❡t
✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❜❡♥öt✐❣t ❡✐♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ✭✈♦♠ ❚②♣ ❊①❛♠♣❧❡❙❡t✮ ❛✉❢ ❞❡♠ ❡s
❧❡r♥❡♥ ❦❛♥♥✳

✷✳ ❉✐❡ ❆✉s❣❛❜❡ ❞❡s ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥s ♠✉ss ✇✐❡❞❡r ✐♥ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠✲
❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✳

✸✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧❦♦♠♣❧❡①✐tät s♦❧❧✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

■♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ❣✐❜t ❡s ③✇❛r ❡✐♥❡ ❑❧❛ss❡✱ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❡ r❡♣räs❡♥t✐❡rt✱ ♥❛♠❡♥s ♠♦❞❡❧✱ ❛❧❧❡r✲
❞✐♥❣s ✐st ❡s ♥✐❝❤t ❢❡st❣❡❧❡❣t✱ ✇✐❡ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ✐♥t❡r♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲❡r♥❡r♥ ❛❜❣❡s♣❡✐✲
❝❤❡rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ♥✉t③❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❉❛t❡♥str✉❦t✉r❡♥ ✉♥❞ ❉❛rst❡❧❧✉♥✲
❣❡♥ ❢ür ❞❛s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❡s ❦❡✐♥❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❣❡❜❡♥

✻❤tt♣s✿✴✴r❛♣✐❞♠✐♥❡r✳❝♦♠✴ ✭❙t❛♥❞✿ ✸✵✳✵✼✳✷✵✶✺✮✱ ❱❡rs✐♦♥ ✺✳✸✳✵✶✺

✹✸
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❦❛♥♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ❜❡♥öt✐❣❡♥ ❞✐❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❡①♣❧✐③✐t❡s ❲✐ss❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ✐♥t❡r♥❡
❘❡♣räs❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ✉♥❞ ♠üss❡♥ ③✉❞❡♠ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✉♠
✇❡❧❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❡s s✐❝❤ ❤❛♥❞❡❧t✳ ❉✐❡s❡s ❲✐ss❡♥ ✐st ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ✉♠ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❜❡♥öt✐❣t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❛✉s ❞❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❛✉s❧❡s❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❋♦❧❣❡♥❞❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
▼♦❞❡❧❧t②♣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✿

❼ ▲✐♥❡❛r❘❡❣r❡ss✐♦♥▼♦❞❡❧

❼ ❙✐♠♣❧❡❉✐str✐❜✉t✐♦♥▼♦❞❡❧

❼ ❚r❡❡▼♦❞❡❧

❼ ❘❛♥❞♦♠❋♦r❡st▼♦❞❡❧

❼ ❑❡r♥❡❧▼♦❞❡❧

❋ür ❞✐❡ ❛✉❢❣❡❧✐st❡t❡♥ ▼♦❞❡❧❧t②♣❡♥ ❦❛♥♥ ❞❡r ❡rst❡ ❖♣❡r❛t♦r ▼♦❞❡❧❧❡ ✐♥ ❡✐♥ ❊①❛♠♣❧❡❙❡t

✉♠✇❛♥❞❡❧♥✳ ❋ür ❞❛s ❩✉rü❝❦s❝❤r❡✐❜❡♥ ✐♥ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ❞❡r ❑❧❛ss❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐❜t ❡s ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡
❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✷✮✳ ❊s ✇✉r❞❡ ✈❡rs✉❝❤t✱ ❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❜r❡✐t❡s ❙♣❡❦tr✉♠
❛♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❛❜③✉❞❡❝❦❡♥✳ ❊s ❣✐❜t ❛❜❡r ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❆♥③❛❤❧ ✇❡✐t❡r❡r ▼♦❞❡❧❧t②♣❡♥✱
❢ür ❞✐❡ ♠üsst❡ ❞✐❡ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ ❡r✇❡✐t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r❢ür ❜❡♥ö✲
t✐❣t ♠❛♥ ❞❡♥ ❙♦✉r❝❡❝♦❞❡ ❞❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ♠✉ss ❤❡r❛✉s✜♥❞❡♥✱ ♠✐t
✇❡❧❝❤❡r ❉❛t❡♥str✉❦t✉r ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛❜❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✇✐r❞ ✉♥❞ ✇✐❡ ♠❛♥ ❞❛r❛✉s ❡✐♥ ❡✐♥❤❡✐t❧✐✲
❝❤❡s ❊①❛♠♣❧❡❙❡t ❡rst❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛♠✐t ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❞❛r❛✉❢ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥
❦❛♥♥✳

✹✳✶ ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛

❉❡r ❡rst❡ ♥❡✉❡ ❖♣❡r❛t♦r ❤❡✐ÿt ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛ ✉♥❞ ❡r❢ü❧❧t ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❡✱ ✇❡❧❝❤❡
♠✐t ❞❡♥ ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡❧❡r♥t ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ✭❊①❛♠♣❧❡❙❡t✮
✉♠③✉✇❛♥❞❡❧♥✱ ❞❡r ❢ür ❞❛s ✇❡✐t❡r❡ ❱♦r❣❡❤❡♥ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✳ ❋ür ❞❛s ❊①❛♠♣❧❡❙❡t ✇❡r❞❡♥
❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❛✉s ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ❜❡♥öt✐❣t✳ ❉❛♠✐t ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r ❉❛✲
t❛✷▼♦❞❡❧ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✷✮ ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ✇✐❡❞❡r ✐♥ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✱
✐st ❡s ✇✐❝❤t✐❣ ③✉ s♣❡✐❝❤❡r♥✱ ✇♦ ✇❡❧❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r st❛♥❞✳ ❉❛③✉ ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ♥❡✉❡ ❍✐❧❢s✲
❛ttr✐❜✉t❡ ❡rst❡❧❧t✱ ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r■❞✳ ❆✉s ❥❡❞❡♠
▼♦❞❡❧❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤ ❛✉s❣❡❧❡s❡♥ ✉♥❞ ❛❜❣❡s♣❡✐❝❤❡rt✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ▼♦❞❡❧❧
❦❛♥♥ ❡s ❛❜❡r ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❆ttr✐❜✉t❡ ❣❡❜❡♥ ✭s✳ ❆❜❜✳ ✶✽✮✳ ■st ❞❛s ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡
▼♦❞❡❧❧ ❞❡♠ ❖♣❡r❛t♦r ♥✐❝❤t ❜❡❦❛♥♥t✱ s♦ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❧❡❡r❡s ❊①❛♠♣❧❡❙❡t ❤❡r❛✉s❣❡❣❡❜❡♥✳

▲✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❉❡r ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❋❛❧❧✱ ✉♠ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❛✉s③✉❧❡s❡♥ ❧✐❡❣t ❜❡✐ ❞❡r
❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ✭❤✐❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✮
✐♥ ❡✐♥❡♠ ❆rr❛② ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛r❛✉s ❞❡r ❘❡✐❤❡ ♥❛❝❤ ❛✉s❣❡❧❡s❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ❞✐❡ ♥❡✉❡ ❙♣❛❧✲
t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥❣❡❢ü❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ♣❛r❛♠❡t❡r■❞ ✐st ❤✐❡r ❞✐❡ ❙t❡❧❧❡ ❞❡s ❣❡❧❡s❡♥❡♥
P❛r❛♠❡t❡rs ✐♠ ❆rr❛②✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✽✿ ❆✉s❣❛❜❡ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛ ❢ür ❞❛s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ▼♦❞❡❧❧✳ ❉✐❡ ✐♥♥❡r❡♥ ❙♣❛❧t❡♥
s✐♥❞ s♣❡❝✐❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ❞✐❡ ♥✐❝❤t ♠✐t❣❡❝❧✉st❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❙❱▼ ✉♥❞ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❤❛❜❡♥
③✉sät③❧✐❝❤❡ ❙♣❛❧t❡♥ ③✉r s♣ät❡r❡♥ ■❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥✳

◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✳ ❇❡✐ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s s✐♥❞ ❞✐❡ ❡rst❡♥ k ❩❛❤❧❡♥ ❞✐❡ ❛✲♣r✐♦r✐✲❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤✲
❦❡✐t❡♥ ❞❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ k ❑❧❛ss❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❉❛t❡♥✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✽ ✇✉r❞❡ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡s
■r✐s✲❉❛t❡♥s❛t③❡s ❡rst❡❧❧t✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❣✐❜t ❡s ❞r❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❑❧❛ss❡♥✱ ❞✐❡ ❛❧❧❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✭0, 33✮ ❤❛❜❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞❡♥ ❲❡rt −1, 099✱ ✇❛s
❞❛r❛♥ ❧✐❡❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❡rt ❛❜❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✉♥❞
❛✉s❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡r ❞❛r❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ ♠✉ss ✈♦r❤❡r ♥♦❝❤
❡✐♥❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❣❡tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ ❞❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❉❛t❡♥s❛t③ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ♦❞❡r ❞✐s✲
❦r❡t❡ ❲❡rt❡ ❧✐❡❢❡rt✳ ❙✐♥❞ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞✐s❦r❡t✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥
❛✉s❣❡❣❡❜❡♥✳ ■♠ ❋❛❧❧❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡r ❲❡rt❡ ✇❡r❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ✉♥❞ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣
❛✉s❣❡❣❡❜❡♥ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✸✮✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ❤❛t ❞❡r
♥❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❑❧❛ss✐✜❦❛t♦r ❡✐♥❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❊✐❣❡♥❛rt ❜❡✐ ❞❡r ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥
❲❡rt❡♥✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ❛✉s ❞❡r ❢♦r♠❛❧❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✈♦♥ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❤❡r✈♦r❣❡❤t✿ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❞r✐tt❡r ❲❡rt ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡❢✉♥❦t✐♦♥ ✭s✳ ❋♦r✲
♠❡❧ ✭✶✮✮ ❞❡r ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✳ ❲❡r❞❡♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱
❦❛♥♥ ❞❡r ❲❡rt ❞❡r ❉✐❝❤t❡❢✉♥❦t✐♦♥ ❞✐r❡❦t ❛✉s ❞❡♠ ❙♣❡✐❝❤❡r ❣❡❧❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ♠✉ss
♥✐❝❤t ❜❡✐ ❥❡❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❡r♥❡✉t ❛✉s❣❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s s❡❤r t❡✉❡r ✇är❡✳ ❉❛
❞❡r ❲❡rt ❢ür ❞❛s ✇❡✐t❡r❡ ❱♦r❣❡❤❡♥ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❇❡❧❛♥❣ ✐st ❜③✇✳ s♦❣❛r ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞❡s
❈❧✉st❡r✐♥❣s ✈❡r❢ä❧s❝❤❡♥ ❦ö♥♥t❡✱ ♠✉ss ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛ ❞❡♥ ❲❡rt ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞
❜❡❤❛♥❞❡❧♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❛s ❊①❛♠♣❧❡❙❡t ❡✐♥❢ü❣❡♥✳

❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠✳ ❲✉r❞❡ ❞❛s ❛♥❧✐❡❣❡♥❞❡ ▼♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐✲
❞✉♥❣s❜❛✉♠ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✶✮ ❣❡❧❡r♥t✱ s♦ ✐st ❡s ✈♦♠ ❚②♣ ❚r❡❡▼♦❞❡❧✳ ▲✐❡❣t ❡s ❡✐♥❡♠
❊♥s❡♠❜❧❡ ✈♦♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡♥ ③✉❣r✉♥❞❡✱ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞❡♠ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❱❡r✲
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❢❛❤r❡♥✱ s♦ ❤❛t ❡s ❞❡♥ ❚②♣ ❘❛♥❞♦♠❋♦r❡st▼♦❞❡❧✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡
❙♣❛❧t❡ ❚r❡❡■❞ ❡✐♥❣❡❢ü❣t✱ ❞✐❡ s✐❝❤❡rst❡❧❧t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ s♣ät❡r❡ ❩✉rü❝❦✇❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡s
❊①❛♠♣❧❡❙❡ts ✐♥ ❡✐♥ ♠♦❞❡❧ ✇❡✐ÿ✱ ✇❡❧❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r ③✉ ✇❡❧❝❤❡♠ ❇❛✉♠ ❣❡❤ört✳ ■♥ ❞❡r
❙♣❛❧t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s
❇❛✉♠s ❣❡♦r❞♥❡t ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡r ❚✐❡❢❡♥s✉❝❤❡✳ ■♥ ♣❛r❛♠❡t❡r■❞ st❡❤t ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ■❉ ❞❡s
❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❲❡rt❡s✱ ✇✐❡ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✉♥❞ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✳ ❉✐❡ ❙♣❛❧t❡ ✐st ❛✉❝❤
❜❡✐ ❞❡r ❙❱▼ ❣❧❡✐❝❤ ③✉ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✳

❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡✳ ❉❛s ▼♦❞❡❧❧✱ ✇❡❧❝❤❡s ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐✲
♥❡ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✷✮ ❣❡❧❡r♥t ✇✉r❞❡✱ ✐st ✈♦♠ ❚②♣ ❡✐♥ ❑❡r♥❡❧▼♦❞❡❧✳ ❉✐❡s❡s ❧✐❡❣t
♥✐❝❤t ♥✉r ❞❡r ❙❱▼ ③✉❣r✉♥❞❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ●❛✉ÿ✲
s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞❛ss ❞❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ❖♣❡r❛t♦r ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st ❛✉❝❤ ▼♦❞❡❧❧❡
✈♦♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ✈♦♠ ❚②♣ ❑❡r♥❡❧▼♦❞❡❧ ❛✉s❣❡❜❡♥✱ ✐♥ ❡✐♥
❊①❛♠♣❧❡❙❡t ✉♠③✉✇❛♥❞❡❧♥✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ▼②❙❱▼
✉♥❞ ▲✐❜❙❱▼ ❣❡♥✉t③t✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡ ✈♦♠ ❚②♣ ❑❡r♥❡❧♠♦❞❡❧ ❡r❜❡♥✱ s♣❡③✐❡❧❧❡r ❛❜❡r ✈♦♠ ❚②♣
❆❜str❛❝t▼②❙❱▼▼♦❞❡❧ ❜③✇✳ ▲✐❜❙❱▼▼♦❞❡❧ s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ s♣✐❡❧t ❤✐❡r ♥♦❝❤
❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✱ ✇✐r❞ ❛❜❡r ❢ür ❞❡♥ ♥ä❝❤st❡♥ ❖♣❡r❛t♦r ✇✐❝❤t✐❣✳ ❋ür ❞✐❡ ❙❱▼ ❣✐❜ ❡s ③✉sät③❧✐❝❤
❡✐♥❡ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ③✇❡✐ ❙♣❛❧t❡♥✳ ❉✐❡s ❦♦♠♠t ❛✉❢ ❞✐❡ ❆✉s✇❛❤❧ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❖♣t✐♦♥❡♥ ✭s✳
✉♥t❡♥✮ ❛♥✳ ❉✐❡ ❙♣❛❧t❡♥ ❤❡✐ÿ❡♥ s✈■❞ ✉♥❞ ❢ür ❞❡♥ ❋❛❧❧✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ♠✐t❣❡❝❧✉st❡rt
✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✱ s✈❉❛t❛✳ ■♥ ❞❡r ❙♣❛❧t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✉❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐♠
❋❛❧❧ ❞❡r ❙❱▼ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ αi ✉♥❞ ❢ür ❞❡♥ ❜❡s♦♥❞❡r❡♥ ❋❛❧❧✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✐♥❦❧✉❞✐❡rt
s✐♥❞✱ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ xi✳ ❉✐❡ ❙♣❛❧t❡ s✈❉❛t❛ ✇✐r❞ ♥✉r ❡✐♥❣❡❢ü❣t✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❙tüt③✲
✈❡❦t♦r❞❛t❡♥ ♠✐t❜❡❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❲❡rt❡ ✐♥ s✈❉❛t❛ s✐♥❞ ✐♠♠❡r 0✳ ❍✐❡r ✐st ❡s ❛❜❡r
✇✐❝❤t✐❣ ③✉ ❡r✇ä❤♥❡♥✱ ❞❛ss ❦❡✐♥❡ r❡❛❧❡♥ ❲❡rt❡ ❡✐♥❣❡❢ü❣t✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ◆✉❧❧♣♦✐♥t❡r ❣❡✲
s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦♠✐t ✇✐r❞ ♠✐t ❞✐❡s❡r ❙♣❛❧t❡ ❛✉❝❤ ❦❡✐♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡r ❙♣❡✐❝❤❡r ❜❡❧❡❣t✳ ▼✐t
❞❡r ❊①✐st❡♥③ ❞✐❡s❡r ❙♣❛❧t❡ ❦❛♥♥ ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r ❉❛t❛✷▼♦❞❡❧ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ♦❜ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r
❙♣❛❧t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♥✉r ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ αi ♦❞❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ✈♦♥ xi ❜❡✜♥❞❡♥✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③
③✉ ❞❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✹ ✐st ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❞❡r ❲❡rt❡ ❡t✇❛s ❛♥❞❡rs✳ ❍✐❡r
✇❡r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ✐♠♠❡r ❡rst αi ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ xi ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ s♦❞❛ss ❤✐❡r❜❡✐
♥✐❝❤t ❡rst ❛❧❧❡ ●❡✇✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❦♦♠♠❡♥✳

❆❧❧❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ❤❛❜❡♥ ❊✐♥❣❛♥❣✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s♣♦rts✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ s✐❡ ✉♥✲
t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛ ❜❡s✐t③t ❡✐♥❡♥ ■♥♣✉t♣♦rt✱ ❞❡r ❞❛s
▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❧✐❡st ✉♥❞ ③✇❡✐ ❖✉t♣✉t♣♦rts✳ ❊✐♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ✇❡✐t❡r❣❡❧❡✐t❡t ✇✐r❞
✉♥❞ ❡✐♥❡♥✱ ❛✉s ❞❡♠ ❞✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t❡♥ ❉❛t❡♥ ❛✉s❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❉❛t❡♥ ❧✐❡❣❡♥
❞❛♥♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❊①❛♠♣❧❡❙❡t ✈♦r ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧s ❊✐♥❣❛❜❡ ❡✐♥❡s ❥❡❞❡♥ ❖♣❡r❛t♦rs✱ ❞❡r
❡✐♥❡♥ s♦❧❝❤❡♥ ❚②♣ ❜❡♥öt✐❣t✱ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✳

❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❖♣t✐♦♥❡♥ ③✉✇❡✐s❡♥✱ ❞✐❡
❞✐❡ ❊✐♥st❡❧❧♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❇❡♥✉t③❡r ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❤❛t ❞❡r ◆✉t③❡r ❞✐❡
▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ③✉ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ♦❜ ❜❡✐ ◆✉t③✉♥❣ ❡✐♥❡r ❙❱▼ ❞✐❡ ●❡✇✐❝❤t❡ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥
✭αi✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❉❛t❡♥ ✭xi✮ ✈♦♥ ❞❡♠ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ✭❤✐❡r✿ k✲
♠❡❛♥s ✭✷✳✷✳✺✮✱ ❉❇❙❈❆◆ ✭✷✳✷✳✻✮✮ ❣❡❝❧✉st❡rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥✱ ♦❞❡r ♥✉r ❞✐❡ ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥
❛❧❧❡✐♥✳ ❉✐❡s❡ ❖♣t✐♦♥ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ✉♥t❡r ✐♥❝❧✉❞❡ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ❞❛t❛✳ ■♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥
❤❛t s✐❝❤ ❤❡r❛✉s❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛s ❈❧✉st❡r♥ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥
❉❛t❡♥ ♠❡❤r ❛✉s③❛❤❧t✱ ❛❧s ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ♥✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❜❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥

✹✻



✹ ■▼P▲❊▼❊◆❚■❊❘❯◆● ✹✳✷ ❉❛t❛✷▼♦❞❡❧

✐st ❞✐❡s❡ ❖♣t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞♠äÿ✐❣ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳

◆❛❝❤❞❡♠ ♥✉♥ ❡✐♥ ❊①❛♠♣❧❡❙❡t ❡r③❡✉❣t ✇✉r❞❡✱ ❦❛♥♥ ❞❛r❛✉❢ ❥❡❞❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❖♣❡r❛t♦r✱
❞❡r ❞✐❡s❡♥ ❉❛t❡♥t②♣ ❛❧s ❊✐♥❣❛❜❡ ❜❡♥öt✐❣t✱ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ❋❛❧❧❡ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t
❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ k✲♠❡❛♥s ♦❞❡r ❉❇❙❈❆◆✱ ✇❡❧❝❤❡s
❞✐❡ ♥❡✉❡♥ ❉❛t❡♥ ✐♥ ❈❧✉st❡r ❡✐♥t❡✐❧t✳

✹✳✷ ❉❛t❛✷▼♦❞❡❧

❉❡r ③✇❡✐t❡ ♥❡✉❡ ❖♣❡r❛t♦r ❤❡✐ÿt ❉❛t❛✷▼♦❞❡❧ ✉♥❞ ❞✐❡♥t ❞❛③✉✱ ❞❛s ❊①❛♠♣❧❡❙❡t✱ ❞❛s ✈♦♥
❞❡♠ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ♥❡✉ ❡r③❡✉❣t ✇✉r❞❡✱ ✐♥ ❡✐♥ ❖❜❥❡❦t ✈♦♠ ❚②♣ ♠♦❞❡❧ ③✉rü❝❦③✉✇❛♥✲
❞❡❧♥✳ ❉✐❡s ✐st ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❛♠✐t ❞❛s ♥❡✉❡ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♠ ❯rs♣r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❋ür ❞❛s ♥❡✉❡ ▼♦❞❡❧❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❛✉s ❞❡♠ ❊①❛♠♣❧❡❙❡t ❛✉s❣❡❧❡✲
s❡♥ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ❡✐♥❣❡❢ü❣t❡♥ ❙♣❛❧t❡♥ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛ r✐❝❤t✐❣ ③✉❣❡♦r❞♥❡t
✇❡r❞❡♥✳ ❊s ✐st ③✳ ❇✳ ❜❡❦❛♥♥t ✇❡❧❝❤❡r ❲❡rt ③✉ ✇❡❧❝❤❡♠ ❇❛✉♠ ♦❞❡r ③✉ ✇❡❧❝❤❡♠ ❙tüt③✲
✈❡❦t♦r ❣❡❤ört✳

❆✉❝❤ ❞✐❡s❡r ❖♣❡r❛t♦r ❦❛♥♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼♦❞❡❧❧t②♣❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳
❍✐❡r ❦ö♥♥❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✈❡r❛r❜❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✿

❼ ▲✐♥❡❛r❘❡❣r❡ss✐♦♥▼♦❞❡❧

❼ ❙✐♠♣❧❡❉✐str✐❜✉t✐♦♥▼♦❞❡❧

❼ ❚r❡❡▼♦❞❡❧✱ ❘❛♥❞♦♠❋♦r❡st▼♦❞❡❧

❼ ❆❜str❛❝t▼②❙❱▼▼♦❞❡❧

❼ ▲✐❜❙❱▼▼♦❞❡❧

❊s ❢ä❧❧t ❛✉❢✱ ❞❛ss ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆✉❢③ä❤❧✉♥❣ ❞❛s ❑❡r♥❡❧▼♦❞❡❧ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛✉❢t❛✉❝❤t ✉♥❞ st❛tt✲
❞❡ss❡♥ ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❚②♣❡♥ ✈♦♥ ❙❱▼ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❦❧är✉♥❣
❤✐❡r❢ür ❢♦❧❣t ✇❡✐t❡r ✉♥t❡♥✳

❉❛t❛✷▼♦❞❡❧ ❤❛t ③✇❡✐ ■♥♣✉t♣♦rts✿ ❡✐♥❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❞❛s ❊①❛♠♣❧❡❙❡t ❛✉s ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛ ❛♥✲
❣❡❧❡❣t ✇✐r❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥✱ ❞❡r ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛❧s ❊✐♥❣❛❜❡ ❡r✇❛rt❡t✳ ❉❛s ✐st ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱
✉♠ ③✉ ✇✐ss❡♥ ✉♠ ✇❡❧❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧t②♣ ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❆✉s❣❛❜❡ ❤❛♥❞❡❧♥ s♦❧❧✳ ❉✐❡s❡ ❆✉s✲
❣❛❜❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❋♦r♠ ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s ❛♠ ❖✉t♣✉t♣♦rt ❛✉s❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❛s ▼♦❞❡❧❧ ✇❡❧❝❤❡s ❛♠
■♥♣✉t♣♦rt ❛♥❧✐❡❣t✱ st❛♠♠t ❛✉s ❞❡♠ ❖♣❡r❛t♦r ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛✳

❉❡r ❖♣❡r❛t♦r ❜❡s✐t③t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❖♣t✐♦♥❡♥ ③✉♠ ▼♦❞✐✜③✐❡r❡♥ ❞❡r ❆✉s❣❛❜❡✳ ❍✐❡r ❦❛♥♥ ❛✉s✲
❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ ❜❡✐ ❉❇❙❈❆◆ ❞❡r ◆♦✐s❡✲❈❧✉st❡r ③✉sät③❧✐❝❤ ❡rs❡t③t ✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡ ❊rs❡t✲
③✉♥❣sstr❛t❡❣✐❡ ❢ür ❞❛s ❆✉st❛✉s❝❤❡♥ ❞❡r ❲❡rt❡ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❋♦❧❣❡♥❞❡ ❙tr❛t❡❣✐❡♥
st❡❤❡♥ ③✉r ❆✉s✇❛❤❧✱ ✉♠ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ♠✐t ❞❡♥ ♥❡✉❡♥ ❣❡❝❧✉st❡rt❡♥ ❲❡rt❡♥ ③✉ ❡rs❡t③❡♥✿

❼ ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt

❼ ❞❛s ▼✐♥✐♠✉♠

❼ ❞❛s ▼❛①✐♠✉♠

✹✼
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❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❲❡rt❡ ✐♥ ❞❡♠ ♥❡✉❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉s ❞❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❲❡rt❡♥ ❛✉s
❞❡♠ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✳ ◆✉t③t ♠❛♥ ③✳ ❇✳ k✲♠❡❛♥s ✉♥❞ ❡✐♥s ❞❡r k ❈❧✉st❡r ❤❛t ❛❧s
▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡♥ ❲❡rt 0, 256✱ s♦ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❲❡rt❡ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❈❧✉st❡r
❜❡✜♥❞❡♥ ❞✉r❝❤ 0, 256 ❡rs❡t③t✳

❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼♦❞❡❧❧t②♣❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥
✉♥❞ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❛✉❢ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❲❡✐s❡ ✐♥ ❞❛s ♥❡✉❡ ▼♦❞❡❧❧ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

▲✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❍❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡♠ ❡r✇❛rt❡t❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠ ❡✐♥
▲✐♥❡❛r❘❡❣r❡ss✐♦♥▼♦❞❡❧✱ s♦ ✐st ❞❛s ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❋❛❧❧✳ ❲✐❡ ❛✉❝❤ ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛ ❧✐❡st
❞❡r ❖♣❡r❛t♦r ❞✐❡ ❲❡rt❡ ♦❤♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❊①❛♠♣❧❡❙❡t ✉♥❞ s❝❤r❡✐❜t
❞✐❡s❡ ③✉rü❝❦ ✐♥ ❞❛s ❜❡♥öt✐❣t❡ ❆rr❛② ❛♥ ❞✐❡ ❙t❡❧❧❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r■❞ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt
✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❣❡❧❡r♥t ✇✉r✲
❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s♦ ❞✐r❡❦t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♥❡✉❡♥✱ ❛✉s ❞❡♠ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ st❛♠♠❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡✱
❡rs❡t③t✳

◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✳ ❲✉r❞❡ ❞❛s ü❜❡r✇❛❝❤t❡ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❛♥❣❡✇❛♥❞t✱ s♦ ❤❛♥✲
❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡♠ ❡r✇❛rt❡t❡♥ ▼♦❞❡❧❧t②♣ ✉♠ ❡✐♥ ❙✐♠♣❧❡❉✐str✐❜✉t✐♦♥▼♦❞❡❧✳ ❍✐❡r
♠✉ss ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐s❦r❡t❡♥ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❲❡rt❡♥ ❣❡tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❍❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❞✐s❦r❡t❡ ❲❡rt❡✱ s♦ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥
✈♦r ❞❡♠ ❊✐♥❢ü❣❡♥ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡rst ♥♦❝❤ ♥♦r♠❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ♠❛♥ s♦♥st ♥✐❝❤t
❞✐❡ r✐❝❤t✐❣❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❣❡❧✐❡❢❡rt ❜❡❦♦♠♠t✳ ❉❛♥♥ ❦ö♥♥t❡ ❡s ♣❛ss✐❡r❡♥✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✉♥❣❧❡✐❝❤ ✶ s❡✐♥ ❦ö♥♥t❡♥✳ ❩✉❞❡♠ ♠✉ss ❤✐❡r ❞✐❡ ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥
❆❜s❝❤♥✐tt ❡r✇ä❤♥t❡ ❉✐❝❤t❡❢✉♥❦t✐♦♥ ③✉rü❝❦❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛♠✐t ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡♠
❯rs♣r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❡♥ts♣r✐❝❤t ✉♥❞ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❦❡✐♥ ❢❛❧s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ❧✐❡✲
❢❡rt✳ ❉✐❡s❡s ♠✉ss ✇✐❡❞❡r✉♠ ♥✉r ❜❡✐ ❞❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❲❡rt❡♥ ❣❡s❝❤❡❤❡♥✱ ❞❛ ❡s ♥✉r ❤✐❡r
♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✐st✳

❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜❛✉♠✳ ❉✐❡ ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❚r❡❡▼♦❞❡❧ ✉♥❞
❘❛♥❞♦♠❋♦r❡st▼♦❞❡❧ ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ♠❛❝❤t❡ ❡s ♥♦t✇❡♥❞✐❣ s✐❝❤ ❞❡♠ ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ❘❡✢❡✲
①✐♦♥ ③✉ ❜❡❞✐❡♥❡♥✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✇✐r❞ ❛✉s❣❡♥✉t③t✱ ❞❛ss ❏❛✈❛ ③✉r ▲❛✉❢③❡✐t ♥♦❝❤ ❛❧❧❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥
❞❡s Pr♦❣r❛♠♠s ❦❡♥♥t ✉♥❞ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ③✉❣r❡✐❢❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ❘❡✢❡❦t✐♦♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥
✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❖❜❥❡❦t ③✉r ▲❛✉❢③❡✐t ❡r♠✐tt❡❧♥✱ ✇✐❡ ❑♦♥str✉❦t♦r✱ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✉♥❞ ❱❛r✐❛❜❧❡♥
❛✉ss❡❤❡♥✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛❧s ♣r✐✈❛t❡ ❞❡❦❧❛r✐❡rt s✐♥❞✳ ●❡♥❛✉ ❞✐❡s ✇❛r ❞❛s Pr♦❜❧❡♠✱
✇❡❧❝❤❡s ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❛✉❢tr❛t✿ ❤✐❡r ✇❛r ❡✐♥❡ ❩✉❣r✐✛s❜❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ✈♦r✲
❤❛♥❞❡♥✱ s♦❞❛ss ♠❛♥ ♥✐❝❤t ❞✐r❡❦t ❛✉❢ ❞✐❡ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉❣r❡✐❢❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❉❛♠✐t
❉❛t❛✷▼♦❞❡❧ ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡✱ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ❡rst❡❧❧❡♥✱ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❢ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧
❞❛s ❡✐♥❡♥ ❇❛✉♠ r❡♣räs❡♥t✐❡rt✱ ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r❡r ❞❡r ❇❛✉♠ ❡rst❡❧❧t
✇✐r❞✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✇✐❡❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♥❡✉❡♥ ❲❡rt❡✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤
❞❛s ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✉r❞❡♥✱ ❡rs❡t③t✳ ❯♠ ❞✐❡ ❞❛③✉ ❜❡♥öt✐❣t❡
❱❛r✐❛❜❧❡ ❛✉s❧❡s❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❈♦❞❡❛✉ss❝❤♥✐tt ❛✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✸ ❣❡♥✉t③t✳

❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ♠✉ss ③✉r ❊rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❇❛✉♠♠♦❞❡❧❧s ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❣❡✲
tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ●r❡❛t❡r❙♣❧✐t❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❞❡r ❡✐♥❡

✹✽
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❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✸ ✿ ❥❛✈❛ r❡✢❡❝t✐♦♥

✶ ❋✐❡❧❞ ❝♦♥❞ ❂ ♥✉❧❧❀
tr②

✷ ❝♦♥❞ ❂ ❊❞❣❡✳❝❧❛ss✳❣❡t❉❡❝❧❛r❡❞❋✐❡❧❞✭✧❝♦♥❞✐t✐♦♥✧✮❀
❝♦♥❞✳s❡t❆❝❝❡ss✐❜❧❡✭tr✉❡✮❀

✸ ❝❛t❝❤ ✭❊①❝❡♣t✐♦♥ ❡①✮

▲❡ss❊q✉❛❧s❙♣❧✐t❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛♥❞❡❧t✳ ❯♠ ❞✐❡s❡ ❲❡rt❡ ✉♠s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥❞
❞❛r❛✉s ❞❡♥ ♥❡✉❡♥ ❇❛✉♠ ③✉ ❡rst❡❧❧❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t❡ ♠❛♥ ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥✳

❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡✳ ❉❡r ❖♣❡r❛t♦r ❦❛♥♥ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼♦❞❡❧❧t②♣❡♥
❢ür ❡✐♥❡ ❙❱▼ ❜❡❤❛♥❞❡❧♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ♠❡❤r✱ ✇✐❡ ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛✱ ❛❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✈♦♠ ❚②♣
❑❡r♥❡❧▼♦❞❡❧✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❛♥ ❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❉❛t❡♥str✉❦t✉r❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼♦✲
❞❡❧❧❡✱ ❞✐❡ ❡s ❢ür ❞✐❡ ❙❱▼ ❣✐❜t✳ ❊s ❣✐❜t ❦❡✐♥❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋❛❧❧✱ ✉♠ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧✱ ✇❡❧❝❤❡s
❣❡♥❛✉ ❞❡r ❙❱▼ ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✉r❞❡♥ ❤✐❡r ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ s♣❡③✐❡❧❧❡♥
❚②♣❡♥ ❆❜str❛❝t▼②❙❱▼▼♦❞❡❧ ✉♥❞ ▲✐❜❙❱▼▼♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ ❡r❜❡♥ ❜❡✐❞❡ ✈♦♥
❑❡r♥❡❧▼♦❞❡❧✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❡s ❢ür ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❖♣❡r❛t♦r ❦❡✐♥❡ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❆rt ❣✐❜t✱
❞❛ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ♥✉r ❛✉s❣❡❧❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ■♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊①✐st❡♥③
❞❡r ❙♣❛❧t❡ s✈❉❛t❛ ❣❡♣rü❢t✱ ✉♠ ❢❡st③✉st❡❧❧❡♥✱ ♦❜ ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ♥✉r ✉♠ ❞✐❡
●❡✇✐❝❤t❡ αi ♦❞❡r ③✉sät③❧✐❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❉❛t❡♥ xi ❤❛♥❞❡❧t✳ ■♥ ❞❡♠ ❋❛❧❧✱ ❞❛ss ❡s
✉♠ ❡✐♥ ▲✐❜❙❱▼▼♦❞❡❧ ❣❡❤t✱ ♠✉sst❡ ❡✐♥❡ ❜❡♥öt✐❣t❡ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❡❞❡r ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥
❛✉s❣❡❧❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ✐♥ ❞❡r ❜❡st❡❤❡♥❞❡♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❛❧s ♣r✐✈❛t❡ ❞❡❦❧❛r✐❡rt
✐st✳

❲✉r❞❡♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✐♥ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡s❡s✱ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡s
❞r✐tt❡♥ ❖♣❡r❛t♦rs✱ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ✉♥❞ ❞❡r ●üt❡ ♦❞❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡✇❡rt❡♥✳

✹✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐t②

❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❜❡♥öt✐❣t❡r ❖♣❡r❛t♦r✱ ❞❡r ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ❤❡✐ÿt
❈♦♠♣❧❡①✐t② ✉♥❞ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ✇✐❡ ❞❡r ◆❛♠❡ s❝❤♦♥ ❛♥❞❡✉t❡t✱ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt
✸✳✷✮ ❞❡s ♥❡✉❡♥ ▼♦❞❡❧❧s✳ ❉❡r ❖♣❡r❛t♦r ✈❡r❢ü❣t ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ■♥♣✉t♣♦rt✱ ü❜❡r ❞❡♥ ❡r ❞❛s
▼♦❞❡❧❧ ❜❡③✐❡❤t ✉♥❞ ③✇❡✐ ❖✉t♣✉t♣♦rts✳ ❊✐♥❡♥✱ ✉♠ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛✉s③✉❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ③✇❡✐✲
t❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ③✉ ❧✐❡❢❡r♥✳ ▼✐t ❞✐❡s❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❦❛♥♥ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡r
❖♣❡r❛t♦r ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ♠❡ss❡♥✱ ✇✐❡ ❣✉t ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✇✐r❦❧✐❝❤ ✐st✳ ❉✐❡ ❞❛③✉ ❣❡♥✉t③t❡♥
❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❤❡✐ÿ❡♥ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❯♠ ✐♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❞✐❡ ❡r✇ä❤♥t❡ ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡✲
r✉♥❣ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✮ ❛♥✇❡♥❞❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t❡ ❞✐❡s❡ ❡✐♥❡♥ P❡r❢♦r♠❛♥③✈❡❦t♦r✱
❞❡r ❞✉r❝❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛✉s❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❤❛t ③✉♠ ❚❡✐❧ ❡✐♥❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❋✉♥❦✲
t✐♦♥❛❧✐tät ✇✐❡ ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛✱ ❞❛ ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❞❛s ❲✐ss❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡rt❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣
✐st✳

❉❡r ❖♣❡r❛t♦r ❤❛t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❛❧✐tät❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♠ ◆✉t③❡r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❖♣t✐♦♥❡♥
❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞✿

✹✾
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❼ ✐♥❝❧✉❞❡ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ❞❛t❛

❼ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦✉♥t

❼ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡♥tr♦♣②

❼ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❡♠♦r②

❉✐❡ ❡rst❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐st ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ✇✐❡ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛✳ ❍✐❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡st✐♠✲
♠❡♥✱ ♦❜✱ ❢❛❧❧s ❡✐♥❡ ❙❱▼ ❣❡♥✉t③t ✇✉r❞❡✱ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ✈♦♠ ❈❧✉st❡r✐♥❣
♠✐t❡✐♥❜❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧❡♥ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳ ❉✐❡ r❡st❧✐❝❤❡♥ ❞r❡✐ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❞✐❡
❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❜❡r❡❝❤♥❡t ✉♥❞ ❛✉s❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❊s ✐st
❛❜❡r ❛✉❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤ ❛❧❧❡ ❖♣t✐♦♥❡♥ ③✉ ❦♦♠❜✐♥✐❡r❡♥✳

❆✉❝❤ ❞✐❡s❡r ❖♣❡r❛t♦r ❦❛♥♥ ❞✐❡ ✈✐❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ✭❚r❡❡▼♦❞❡❧✱
❘❛♥❞♦♠❋♦r❡st▼♦❞❡❧✱ ❑❡r♥❡❧▼♦❞❡❧ ✉♥❞ ❙✐♠♣❧❡❉✐str✐❜✉t✐♦♥▼♦❞❡❧✮ ✈❡r❛r❜❡✐✲
t❡♥ ✉♥❞ ❢ür ❛❧❧❡ ▼♦❞❡❧❧❡✱ ❞✐❡ ✈♦♠ ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❚②♣ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳

❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷ ❡r❦❧ärt✱ ❣✐❜t ❡s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼❡t❤♦❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät
③✉ ♠❡ss❡♥✳ ❉✐❡ ❞r❡✐ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✭❡✐♥❢❛❝❤❡s ❆❜③ä❤❧❡♥✱ ❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❞❡r
❊♥tr♦♣✐❡✱ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❙♣❡✐❝❤❡r❜❡❞❛r❢s✮ ✇✉r❞❡♥ ❤✐❡r❢ür ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt✳

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦✉♥t ✭❡✐♥❢❛❝❤❡s ❆❜③ä❤❧❡♥✮ ❉✐❡ ❡rst❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✐st ❝♦♠♣❧❡①✐t②
❝♦✉♥t✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ l ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❜③✇✳ ❙②♠❜♦❧❡ ❣❡③ä❤❧t
✇✐r❞✳

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❡♥tr♦♣② ✭❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡✮ ❆❧s ③✇❡✐t❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❦❛♥♥
♠❛♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶✳✶✮ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❛✉s❣❡❜❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❣❡♥❛✉❡
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ p(wi) ♥✐❝❤t ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❤✐❡r ❡✐♥
❡♠♣✐r✐s❝❤❡r ❙❝❤ät③❡r ❣❡♥✉t③t ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷✮✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ③✉r ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s
✇❡r❞❡♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ●❡✇✐❝❤t❡ ❛✉s❣❡❣❡❜❡♥✱ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥
❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✉r❞❡✳

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♠❡♠♦r② ✭❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❙♣❡✐❝❤❡r❜❡❞❛r❢s✮ ❉✐❡ ❛✉❢✇❡♥❞✐❣st❡
▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ③✉ ♠❡ss❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤s
❞❡s ♥❡✉❡♥ ▼♦❞❡❧❧s✳ ❉✐❡s❡r ✐st ❢ür ❥❡❞❡s ▼♦❞❡❧❧ ❛♥❞❡rs ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥✳ ❉✐❡ ❆✉ss❛❣❡ ü❜❡r
❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r✳ ❉✐❡s❡
❙♦rt✐❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ③✇❛r ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❣❡ä♥❞❡rt✱ ❞❛ ❡s ✐♥
❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ♥✐❝❤t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt ✐st✳

❉✐❡ ❛✉❢✇❡♥❞✐❣st❡ ❍❡✉r✐st✐❦ ❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❧✐❡❣t ❜❡✐ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✳ ❆✉❢✇❡♥❞✐❣ ✐st ❡s
❞❡s❤❛❧❜✱ ❞❛ ❡s ❤✐❡r ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❣✐❜t✱ ✉♠ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r✇❡rt❡ ③✉ s♦rt✐❡r❡♥
✭s✳ ❆❜❜✳ ✶✸✮✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ❧✐❡❣t ❞✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ♥❛❤❡✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❢ür ❡✐✲
♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ❥❡❞❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❧ö❝❦❡♥
❜❡tr❛❝❤t❡♥ ♠✉ss✳ ❉✐❡s❡s ✐st ❛❜❡r s❡❤r t❡✉❡r✱ ❞❛ ♠❛♥ ❜❡✐ n P❛r❛♠❡t❡r♥ n! ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥
❞❡r ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ❤❛t✱ ✇❛s ❡✐♥❡r ▲❛✉❢③❡✐t ✈♦♥ O (nn) ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ❛❧s♦ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❣r♦ÿ❡♥
n ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❣r♦ÿ ✇✐r❞✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞❡r ❲❡rt❡❜❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❛✲♣r✐♦r✐✲❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥

✺✵
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❤ä✉✜❣ ♥✐❝❤t s❡❤r ❣r♦ÿ ✐st✱ s♦ ✐st ❞✐❡s ❢ür ❞✐❡ ❇❧ö❝❦❡ ✈♦♥ X ♥✐❝❤t ❣❡❣❡❜❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❡✐♥❡
❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❛❧❧❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❙♦rt✐❡r✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t r❡❛❧✐st✐s❝❤ ✐st✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❍❡✉r✐s✲
t✐❦ ❣❡♥✉t③t✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ♦❜❡rst❡♥ ❇❧♦❝❦ ♠✐t
❞❡♥ ❛✲♣r✐♦r✐✲❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ s♦rt✐❡r❡♥✱ ✇♦♠✐t s✐❝❤s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❇❧ö❝❦❡
✈♦♥ X ❜❡❞✐♥❣t ❞✉r❝❤ Y ✉♠s♦rt✐❡r❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ♠❛♥ ❤❛t ❞✐❡ ❜❡st❡♥ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
✈♦♥ Y ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✉♥❞ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♥✐❝❤t ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❇❧ö❝❦❡ ❢ür X ✳
❉✐❡s❡s ❣✐❧t ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❧ö❝❦❡ ❢ür xi✳ ❉❡r ❡rst❡ ✈♦r❦♦♠♠❡♥❞❡
❇❧♦❝❦ ✇✐r❞ s♦rt✐❡rt ✉♥❞ ❛❧❧❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ü❜❡r♥♦♠♠❡♥✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ✐st ❡s ❛✉❝❤
♥♦❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❇❧ö❝❦❡ ✈♦♥ X ❛❧s ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ❇❧♦❝❦ ③✉ ✈❡rt❛✉s❝❤❡♥✱ ❞❛ ❡s ❡❣❛❧ ✐st✱ ❛♥
✇❡❧❝❤❡r ❙t❡❧❧❡ ❞✐❡s❡ st❡❤❡♥✳ ❙♦ ❦❛♥♥ ③✳ ❇✳ ❞❡r ❇❧♦❝❦ x5 ♠✐t ❞❡♠ ❇❧♦❝❦ xm−8 ✈❡rt❛✉s❝❤t
✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❍❡✉r✐st✐❦ ❞❡r ❙❱▼ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ❞❛ss ③✉♥ä❝❤st ❛❧❧❡ αn ♦♣t✐♠❛❧ s♦rt✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞
❞❛♥❛❝❤✱ ❛♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡✱ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ xn ✭s✳ ❆❜❜✳ ✶✹✮✳ ❋ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❇❧ö❝❦❡ ✈♦♥ xn ✈❡r❢ä❤rt ♠❛♥ ❣❡♥❛✉ ✇✐❡ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞❡r
❡rst❡ ❇❧♦❝❦ ✈❡rt❛✉s❝❤t ✉♥❞ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❛♥❣❡♣❛sst✳

❇❡✐ ❞❡♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡♥ st❡❧❧t ♠❛♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❇ä✉♠❡ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✺ ❞❛r❣❡st❡❧❧t
✈♦r✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❡rst❡ ❩❡✐❧❡ ❞❡r ▼❛tr✐① s♦rt✐❡rt✳ ❆❧s♦ ✇❡r❞❡♥
❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇ä✉♠❡ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ♦♣t✐♠❛❧st❡♥ ❙♦rt✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❡rst❡♥ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣❡♥ ✐♥
❞❡♥ ❇ä✉♠❡♥ ✈❡rt❛✉s❝❤t✳ ❉❛ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❇ä✉♠❡ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❚✐❡❢❡ ❤❛❜❡♥✱ ❦❛♥♥ ❡s ✐♥ ❞❡♥
✉♥t❡r❡♥ ❩❡✐❧❡♥ ✈✐❡❧❡ ◆✉❧❧❡♥ ❣❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ❦❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡ ü❜❡r ❡✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❙♦rt✐❡r✉♥❣
❧✐❡❢❡r♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✉r❞❡ ❤✐❡r ❢❡st❣❡❧❡❣t✱ ❞✐❡ ❡rst❡ ❩❡✐❧❡ ③✉ ♥✉t③❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ❣❛♥③❡♥ ❙♦rt✐❡r✉♥❣❡♥ ✐st ❡s ✇✐❝❤t✐❣✱ ❡✐♥❡ ♥❡✉❡ ❙tr✉❦t✉r ❛♥③✉❧❡❣❡♥✱ ❞❛♠✐t ♥❛❝❤❤❡r
♥♦❝❤ ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ❛♥ ✇❡❧❝❤❡r ❙t❡❧❧❡ ✇❡❧❝❤❡r ❲❡rt ③✉ ✜♥❞❡♥ ✐st✳ ❉❛❢ür ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❙tr✉❦t✉r
✈♦♥ P❛❛r❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✇♦ ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❡rst❡ ❙♣❛❧t❡ s♦rt✐❡rt ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡✱ ✐♥ ❞❡r ❞✐❡
P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt s✐♥❞✱ s✐❝❤ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ ♠✐ts♦rt✐❡rt✳

✹✳✹ ▲♦❣P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❯♠ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❦♦♠❢♦rt❛❜❡❧ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥
❖♣❡r❛t♦r✱ ❞❡r ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✐♥ ❡✐♥❡ ▲♦❣❞❛t❡✐ s❝❤r❡✐❜t✳ ❊✐♥❡♥ s♦❧❝❤❡♥ ❖♣❡r❛t♦r ❣✐❜t
❡s ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r s❝❤♦♥✱ ♠✐t ❞❡♠ ◆❛♠❡♥ ❧♦❣✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❡r❢ü❧❧t ❞✐❡s❡r ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❆♥✲
❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ❜❡♥öt✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡s ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❖♣❡r❛t♦rs ✐st ❡s✱
❞❛ss ♠❛♥ ♥✉r ❢ür ❡✐♥❡ ❆rt ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ P❡r❢♦r♠❛♥③ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉s✲
❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ●❡s✉❝❤t ✇❛r ❛❜❡r ❡✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ✈♦♥ ❛❧❧❡♥ ❡rr❡❝❤♥❡t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❞✐❡
❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉s③✉❣❡❜❡♥✳ ❉❛❢ür ✇✉r❞❡ ❞❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ❖♣❡r❛t♦r ❡r✇❡✐t❡rt ✉♥❞
❡✐♥ ♥❡✉❡r ❖♣❡r❛t♦r ▲♦❣P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt✳ ❉✐❡s❡r ❤❛t ❛❧❧❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞
❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡s ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ❖♣❡r❛t♦rs✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡♠ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥ ■♥♣✉t♣♦rt ✈♦♠
❚②♣ t❤r♦✉❣❤✱ ❛♥ ❞❡♠ ❥❡❞❡s ❛♥❧✐❡❣❡♥❞❡ ❖❜❥❡❦t ♦❤♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ③✉♠ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥
❖✉t♣✉t♣♦rt ❞❡s ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❚②♣s ❣❡❧✐❡❢❡rt ✇✐r❞✱ ✈❡r❢ü❣t ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r ③✉sät③❧✐❝❤ ♥♦❝❤ ü❜❡r
❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ■♥♣✉t♣♦rt ✈♦♠ ❚②♣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❡r❞❡♥ ♥✉♥✱ ③✳ ❇✳ ♠✐t ❞❡♠ ❖♣❡r❛✲
t♦r ❈♦♠♣❧❡①✐t②✱ ♠❡❤r❡r❡ ❲❡rt❡ ❛✉s❣❡❣❡❜❡♥✱ s♦ ❢ü❣t ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r ❥❡❞❡♥ ❞✐❡s❡r ❲❡rt❡
✉♥❞ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❤✐♥③✉✳ ❇❡♥✉t③t ♠❛♥ ❞✐❡ s❝❤♦♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡
❖♣t✐♦♥ ♣❡rs✐st❡♥t✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❧❛✉❢❡♥❞❡♥ Pr♦③❡ss❡s ❛✉s❣❡❣❡❜❡♥
✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❊r❣❡❜♥✐s❜✐❧❞s❝❤✐r♠s ✈♦♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳

✺✶
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■♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳

✺✷



✺ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❊

✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡

◆❛❝❤❞❡♠ ❛❧❧❡ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❣❡s❝❤❛✛❡♥ ✇✉r❞❡♥✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❑❛♣✐t❡❧ ❞❛s ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ❡r❧ä✉t❡rt❡ ❱♦r❣❡❤❡♥ ❣❡t❡st❡t✳ ❉✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r
s♦❧❧❡♥ ♥✉♥ ③❡✐❣❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✱ ❞❛ss ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡✇ä❤❧t❡ ▼❛ÿ♥❛❤♠❡ ä❤♥❧✐❝❤ ❣✉t❡✱
❛❜❡r ❦❧❡✐♥❡r❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✈❡r✇♦r❢❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❉❛s ❩✐❡❧ ✐st ❡s✱
♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❧❡r♥❡♥✱
❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❦❧❡✐♥❡s✱ ❛❜❡r tr♦t③❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤ ❣✉t❡s ▼♦❞❡❧❧✱ ä❤♥❧✐❝❤ ❞❡s ❆✉s❣❛♥❣s♠♦❞❡❧❧s✱
③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t s♦✇✐❡ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❦♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ✈♦r ✉♥❞
♥❛❝❤ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉❛❢ür ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱♦r❣❡❤❡♥ ❦r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡rt✳
❋ür ❞✐❡ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥✱ ♥❡✉ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥
❛♥❣❡✇❛♥❞t✳

❆❧❧❡ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ s♦❧❧t❡♥ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ♠✐t ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆❜✲
st❛♥❞s♠❛ÿ❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ③✉ ❡✈❛❧✉✐❡r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❣❡✲
✇ä❤❧t❡ ▼❡tr✐❦ ✭s✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥ ✺ ✉♥❞ ✻✮ ❤❛t✳ ◆❛❝❤❞❡♠ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❛❜❡r
❤❡r❛✉s❣❡st❡❧❧t ❤❛t✱ ❞❛ss ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❣r♦ÿ❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ✐st✱ ✇✉r❞❡ ❞✐❡s❡s
❊①♣❡r✐♠❡♥t ♥✉r ♠✐t ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ✉♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ❙♦♥❛r ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✭s✳ ❆❜✲
s❝❤♥✐tt ✺✳✸✳✻✮✳ ❉❛♠✐t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❜r❡✐t❡ ✉♥❞ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❣ü❧t✐❣❡ ❆✉ss❛❣❡ tr❡✛❡♥
❦❛♥♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ s♦✇♦❤❧ ♠✐t ♠ö❣❧✐❝❤st ✈✐❡❧❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❛❧s
❛✉❝❤ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳

❩✉sät③❧✐❝❤ s♦❧❧ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ❜❡❛♥t✇♦rt❡t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ❜❡✐ ❞❡r
❙❱▼ ✇✐❝❤t✐❣ s✐♥❞ ✉♥❞ ✐♥✇✐❡✇❡✐t s✐❝❤ ❡✐♥ ❡✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❊✐♥❜❡③✐❡❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r✲
❜r❛✉❝❤ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ◗✉❛❧✐tät ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❛✉s✇✐r❦t✳

✺✳✶ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡ ▼❡t❤♦❞❡♥

❩✉sät③❧✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡
❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ❛♥❞❡r❡r ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❛✉s ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ❜❡♥öt✐❣t✳ ❊✐♥❡ Ü❜❡rs✐❝❤t ✜♥❞❡t s✐❝❤
✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳

❯♠ ❡✐♥❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞❡ ❇❛s✐s ❢ür ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❛✉❢❣❡st❡❧❧t❡♥ ❍②♣♦t❤❡s❡♥ ③✉
❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❛✉❢ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ❞✐❡
✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❡✐t❡r ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥
✐♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❋♦r♠❡♥ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✳ ❋♦❧❣❡♥❞❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥
✇✉r❞❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❣❡♥✉t③t✿

❼ ❙❱▼ ✭♠✐t ❘❇❋✲❑❡r♥❡❧✮

❼ ❙❱▼ ✰ k✲♠❡❛♥s

❼ ❙❱▼ ✰ ❉❇❙❈❆◆

❼ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s

❼ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ✰ k✲♠❡❛♥s

✺✸



✺✳✶ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✺ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❊

❼ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ✰ ❉❇❙❈❆◆

❼ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st

❼ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✰ k✲♠❡❛♥s

❼ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✰ ❉❇❙❈❆◆

❼ ▲✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❼ ▲✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✰ k✲♠❡❛♥s

❼ ▲✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✰ ❉❇❙❈❆◆

❼ ❙❱❘ ✭♠✐t ❘❇❋✲❑❡r♥❡❧✮

❼ ❙❱❘ ✰ k✲♠❡❛♥s

❼ ❙❱❘ ✰ ❉❇❙❈❆◆

❉❛ ❞✐❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ✈✐❡❧❡ ❞✐❡s❡r ▼❡t❤♦❞❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛❜❡♥✱ ❞✐❡ ♠❛♥
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❡✐♥st❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✉r❞❡ ❤✐❡r ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r ▲♦♦♣ P❛r❛♠❡t❡r ❣❡♥✉t③t✳ ❍✐❡r
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥st❡❧❧❡♥ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡♥ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ▲❡r♥❛✉❢❣❛❜❡ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳
◆❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ s✐♥❞ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❲❡rt❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❍②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❛✉❢❣❡❧✐st❡t✱
❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❣❡♥✉t③t ✇✉r❞❡♥✿

❼ ❙❱▼✿

✕ γ✿ ✵✳✵✵✶✱ ✵✳✵✶✱ ✵✳✶✱ ✶✱ ✶✵

✕ ❈✿ ✶✱ ✶✵✱ ✶✵✵✱ ✶✵✵✵

❼ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✿

✕ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❇ä✉♠❡✿ ✶✵✱ ✶✵✵✱ ✶✵✵✵

✕ ▼❛①✐♠❛❧❡ ❚✐❡❢❡ ❞❡r ❇ä✉♠❡✿ ✶✻✱ ✸✷✱ ✻✹

❇❡✐♠ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❉❇❙❈❆◆ ✐st ❡s ♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤✱ ✈♦r❛❜ ❡✐♥ s✐♥♥✈♦❧❧❡s ǫ ❛♥③✉❣❡❜❡♥✱ ❞❛
❡s ❛✉❢ ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③ ❛♥❦♦♠♠t✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✉r❞❡♥ ❤✐❡r ❞✐❡
❲❡rt❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ✈♦♥ 0.001 ❜✐s 10 ❣❡✇ä❤❧t✳ ❊✐♥③✐❣ ❜❡✐ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ✐st ❞❛s ǫ ✉♥❛❜✲
❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥✱ ❛❜❡r ♥✉r ❢ür ❞❡♥ ❋❛❧❧✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✐s❦r❡t s✐♥❞✱ ❞❛ ❛❧❧❡ P❛r❛♠❡t❡r
log✲❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❉✐st❛♥③❡♥ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r
❤❛❜❡♥✳ ❲✐❧❧ ♠❛♥ ❤✐❡r ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥✱ ❡♥s♣r✐❝❤t ǫ = 0, 01
❡✐♥❡♠ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ✈♦♥ ✶✪ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ P❛r❛♠❡t❡r♥✳

❼ ❉❇❙❈❆◆✿

✕ ǫ✿ ✵✳✵✵✶✱ ✵✳✵✶✱ ✵✳✶✱ ✶✱ ✶✵

✕ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r minpts✿ ✷✱ ✹✱ ✽

✺✹
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�

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✾✿ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❣❡♥✉t③t❡♥ Pr♦③❡ss✳ ❖❜❡♥
❧✐♥❦s s✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ❞❡s Pr♦③❡ss❡s✳ ❍✐❡r s✐♥❞ ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ✉♥❞ ❞❡r ▲♦♦♣
❖♣❡r❛t♦r ③✉ s❡❤❡♥✳ ▼✐t ❡✐♥❡♠ ❉♦♣♣❡❧❦❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞❡♥ ▲♦♦♣ ❖♣❡r❛t♦r ❦♦♠♠t ♠❛♥ ✐♥ ❞❡♥
❙✉❜♣r♦③❡ss✱ ✇❡❧❝❤❡r ♦❜❡♥ r❡❝❤ts ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✳ ❍✐❡r ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣
✉♥❞ ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ P❡r❢♦♠❛♥❝❡ ❧♦❣❣t✳ ❉✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ❉♦♣♣❡❧❦❧✐❝❦
❣❡❧❛♥❣t ♠❛♥ ✐♥ ❞✐❡ ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ♠✐t ③✇❡✐ ❙❡✐t❡♥✿ ❚❡st✐♥❣ ✉♥❞ ❚r❛✐♥✐♥❣✳ ❍✐❡r ❜❡✜♥✲
❞❡t s✐❝❤ ❞❡r ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡ Pr♦③❡ss✳ ❆✉❢ ❞❡r ❚r❛✐♥✐♥❣ss❡✐t❡ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞❛s ü❜❡r✇❛❝❤t❡
▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ❞❛s ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r❡♥
▼♦❞❡❧✷❉❛t❛ ✉♥❞ ❉❛t❛✷▼♦❞❡❧✳ ❆✉❢ ❞❡r ❚❡st✐♥❣s❡✐t❡ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❆♣♣❧②
▼♦❞❡❧✱ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ✉♥❞ ❡✐♥ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❖♣❡r❛t♦r✳

❉✐❡ ❲❡rt❡✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ❢ür k✲♠❡❛♥s ✉♥❞ ❉❇❙❈❆◆ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ s✐♥❞✱ ✇❡r❞❡♥ ❢ür ❛❧❧❡ ü❜❡r✲
✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡♥✉t③t✱ ✉♠ ❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❜r❡✐t❡s ❙♣❡❦tr✉♠ ❛♥ ❲❡rt❡♥ ❛❜③✉✲
❞❡❝❦❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❲❡rt❡ ❢ür k

ü❜❡r❧❡❣❡♥✳

❼ k✲♠❡❛♥s✿

✕ k✿ ✷✱ ✹✱ ✽✱ ✶✻✱ ✸✷✱ ✻✹✱ ✶✷✽

●❡♥❡r❡❧❧ ✐st k ③✇✐s❝❤❡♥ ✶ ✉♥❞ ❞ ✭❆♥③❛❤❧ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❞❡♠ P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦r✮✱ ✇♦❜❡✐
s✐❝❤ ❞ ❜❡✐ ❞❡♥ ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ❧ässt✳

❇❡✐ ❞❡r ❙❱▼ ✐st ❡s ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ✈♦♠ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ▲❡r♥♣r♦❜❧❡♠ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥
❞❛✈♦♥✱ ✇✐❡ ❣✉t ❞❡r ❑❡r♥❡❧ ❣❡❡✐❣♥❡t ✐st✳ ■st ❞✐❡s❡r ♥✐❝❤t ♦♣t✐♠❛❧ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❦❛♥♥ ❡s ♣❛s✲
s✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❱▼ ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❛✉s✇❡♥❞✐❣ ❧❡r♥t ✉♥❞ ❛❧❧❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❛❧s ❙tüt③✈❡❦t♦r
❦❧❛ss✐✜③✐❡rt✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ d ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❛♥❣❡❜❡♥✿ d = S + S · n✱ ✇♦❜❡✐ S
❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ✐st ✉♥❞ n ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✈♦♥ x✳ ■st ♥✉♥ ❡✐♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡r
❑❡r♥❡❧ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛♥♥ ✐st S ≪ N ✳ ❲❡♥♥ N ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ❞❛rst❡❧❧t✱ ✐st
❞❡r ❑❡r♥❡❧ ♥✐❝❤t ❣❡❡✐❣♥❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❱▼ ❧❡r♥t ♥✉r ❛✉s✇❡♥❞✐❣✳ ❉❛♥♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t S ∼ N ✳

✺✺
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❇❡✐ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ❛♥❣❡❜❡♥✳ ❍✐❡r ✐st d =
n+ 1✱ ✇♦❜❡✐ n ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ●❡✇✐❝❤t❡ ❞❛rst❡❧❧t✱ ❛✉❢ ❞✐❡ ❞❡r ❇✐❛s ❛❞❞✐❡rt ✇✐r❞✳

❉✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡r✈❡❦t♦rs ❜❡✐ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❡♥ts♣r✐❝❤t d = |Y|+∑n

i=1 |Xi| ·
|Y|✳ ❉✐❡s❡s ❣✐❧t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✉r ❢ür ❞✐s❦r❡t❡ ❲❡rt❡✱ ❞❛ ❜❡✐ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❲❡rt❡♥ ❞✐❡ ❙t❛♥✲
❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t |Xi| = 2 ✐st✳

❋ür ❡✐♥ ❊♥s❡♠❜❧❡ ✈♦♥ ❊♥ts❝❤❡✐❞✉♥❣s❜ä✉♠❡♥ ❧ässt ❡s s✐❝❤ ✐♠ ❱♦r❤✐♥❡✐♥ ♥✐❝❤t s♦ ❡✐♥❢❛❝❤
s❛❣❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❚✐❡❢❡ l ❞❡r ❇ä✉♠❡ ❛✉ss✐❡❤t✳ ❍✐❡r❢ür ♠üsst❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛❧❧❡
❇ä✉♠❡ ❛♥s❡❤❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❇ä✉♠❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ t✐❡❢ s❡✐♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❧s♦ ❧ässt s✐❝❤ d ❤✐❡r
♥✉r ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥✳ ❉❛ ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❇✐♥är❜ä✉♠❡ ❤❛♥❞❡❧t✱ ❧ässt s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ♦❜❡r❡ ❙❝❤r❛♥❦❡
❛♥❣❡❜❡♥✿ d ≤ T ·(2l−1), ♠✐t T ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❇ä✉♠❡✳ ●❡♥❛✉❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡s ♥✉r
❛♥❣❡❜❡♥✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ✇❡✐ÿ✱ ✇✐❡✈✐❡❧❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤ s✐♥❞✱ ❞❛ ♥✉r ❞✐❡s❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t
✇❡r❞❡♥✳

●❡♥❡r❡❧❧ ✐st d ❢ür ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❦♦♠♣❧❡①✐tät ✈❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤ ✉♥❞ ❤❛t ❛✉❝❤ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢
❉❇❙❈❆◆✱ ❞❡♥♥ ❥❡ ♠❡❤r ❲❡rt❡ ♠❛♥ ❝❧✉st❡rt✱ ❞❡st♦ ♠❡❤r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❈❧✉st❡r ❦❛♥♥ ❡s
❣❡❜❡♥✳ ■♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ✇✐r❞ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♥✐❝❤t d P❛r❛♠❡t❡r ❜r❛✉❝❤t✱ s♦♥❞❡r♥
✇❡♥✐❣❡r✱ ✇❛s ❡✐♥❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ③✉r ❋♦❧❣❡ ❤❛t✳

❇❡✐s♣✐❡❧♣r♦③❡ss ❉✐❡ ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ Pr♦③❡ss❡ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s ❞r❡✐ ❊❜❡♥❡♥✳ ❊✐♥ t②♣✐✲
s❝❤❡r Pr♦③❡ss✱ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❣❡♥✉t③t✱ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✾ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ✐♥
❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✇❡✐ÿ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt✳ ■♥
❞❡r ❍❛✉♣t❡❜❡♥❡ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ✉♥❞ ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r ▲♦♦♣ P❛r❛♠❡t❡r✳ ❆✉❢
❞✐❡s❡r ❊❜❡♥❡ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❖♣t✐♦♥ r❛♥❞♦♠ s❡❡❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ❲❡rt ✲✶ ✭✼✮ ❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡
❊❜❡♥❡ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❖♣❡r❛t♦r ▲♦♦♣ P❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍✐❡r ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❑r❡✉③✲
✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ✭❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✮ ✉♥❞ ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r✱ ❞❡r ❞✐❡ ❡rr❡❝❤♥❡t❡♥ ❉❛t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡ ❉❛t❡✐
s❝❤r❡✐❜t ✭▲♦❣P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✮✳ ▼✐t ❉♦♣♣❡❧❦❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❣❡❧❛♥❣t ♠❛♥ ❛✉❢
❞✐❡ ❞r✐tt❡ ❊❜❡♥❡✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❑r❡✉✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞❡♥ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤❡♥ Pr♦③❡ss✳
❍✐❡r ✇✐r❞✱ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❣❡❧❡r♥t✱ ♠✐t ▼♦❞❡❧✷❉❛t❛
✐♥ ❡✐♥ ❊①❛♠♣❧❡❙❡t ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✉♥❞ ✈♦♠ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡❝❧✉st❡rt✳ ❉✐❡s
❣❡s❝❤✐❡❤t ❛✉❢ ❞❡♥ ❉❛t❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❛❧s ❚r❛✐♥✐♥❣s❞❛t❡♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t
✇✉r❞❡♥✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡✐❧ ❞❡r ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❞❡♠ ❚❡st✐♥❣✳ ❉♦rt ✇✐r❞ ❞❛s
❣❡❧❡r♥t❡ ▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❚❡st❞❛t❡♥s❛t③ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ✉♥❞ ●❡♥❛✉✲
✐❣❦❡✐t ❜❡r❡❝❤♥❡t✳

❊✐♥st❡❧❧✉♥❣❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❉✐❡
❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❤❛❜❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❖♣t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♠ ❇❡♥✉t③❡r ❡✐♥❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❣❡ä♥❞❡rt❡♥ ❖♣t✐♦♥❡♥ ❛✉❢❣❡❧✐st❡t✳ ◆✐❝❤t ❡r✇ä❤♥t❡ ❖♣t✐♦♥❡♥
♦❞❡r ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❜❡❤❛❧t❡♥ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❡✐♥st❡❧❧✉♥❣❡♥✳

✼❉❛s ❤❡✐ÿt ❡s s♦❧❧ ❡✐♥ ③✉❢ä❧❧✐❣❡r r❛♥❞♦♠ s❡❡❞ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❘❡s✉❧t❛t❡ ❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡
s✐❝❤ ✐♠♠❡r ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳

✺✻



✺ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❊ ✺✳✷ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡ ❉❛t❡♥sät③❡

❙❱▼

❼ γ ✉♥❞ ❈ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▲♦♦♣ ❖♣❡r❛t♦r ❛✉❢ ❞✐❡ ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❲❡rt❡ ❡✐♥❣❡✲
st❡❧❧t

❼ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ▲❡r♥❛✉❢❣❛❜❡ ✉♠ ❡✐♥❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✇✐r❞ ❛❧s s✈♠ t②♣❡ ❞✐❡
❡♣s✐❧♦♥✲❙❱❘ ❣❡✇ä❤❧t

▲✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❼ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✿ ♥♦♥❡

❼ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❝♦❧✐♥❡❛r ❢❡❛t✉r❡s✿ ❛✉s

❼ r✐❞❣❡✿ ✵✳✵ ✭❞✳❤✳ ❡s ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✮

❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st

❼ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❛✐♥✿ ✵✳✵✵✶

❼ ♥♦ ♣r❡ ♣r✉♥✐♥❣✿ ❛♥

❼ ♥♦ ♣r✉♥✐♥❣✿ ❛♥

❼ ❣✉❡ss s✉❜s❡t r❛t✐♦✿ ❛✉s ✉♥❞ ❞❡♥ ❲❡rt ❛✉❢ ✵✳✵✶

❈♦♠♣❧❡①✐t②

❼ ❤✐❡r ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❍❛❦❡♥ ❣❡s❡t③t

✺✳✷ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡ ❉❛t❡♥sät③❡

■♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹ s✐♥❞ ❞✐❡ ❣❡♥✉t③❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❘❛❤♠❡♥✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❢❣❡❧✐st❡t✳

■r✐s ❉❡r ■r✐s✲❉❛t❡♥s❛t③ ✇✉r❞❡ ♥✉r ③✉ ❚❡st③✇❡❝❦❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r
❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❣❡♥✉t③t ✉♥❞ ♥✐❝❤t ③✉r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❍②♣♦t❤❡s❡✱ s♦❧❧ ❤✐❡r ❛❜❡r ♥✐❝❤t
✈❡rs❝❤✇✐❡❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ❤✐❡r❜❡✐ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ✉♥❞ ❜❡❧✐❡❜t❡♥ ❉❛✲
t❡♥s❛t③✱ ❞❡r ③✉r ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ❞✐❡♥t✳ ✶✾✸✻ ✈♦♥ ❘♦♥❛❧❞ ❆②❧♠❡r ❋✐s❤❡r ❞❛s ❡rst❡ ▼❛❧
❡r✇ä❤♥t ❬✸✸❪✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❛✉❝❤ ❤❡✉t❡ ♥♦❝❤ ❤ä✉✜❣ ③✉ ❚❡st③✇❡❝❦❡♥ ❣❡♥✉t③t ✉♥❞
s✐♥❞ ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ✉♥t❡r ❭❭❙❛♠♣❧❡s❭❉❛t❛ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❉❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ❜❡st❡❤t ❛✉s ✶✺✵
❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ✺✵ ❡✐♥❡r ✈♦♥ ❞r❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❑❧❛ss❡♥ ✈♦♥ ❙❝❤✇❡rt✲
❧✐❧✐❡♥❛rt❡♥ ③✉❣❡❤ör✐❣ s✐♥❞✳ ❆❧❧❡ ✶✺✵ ■♥st❛♥③❡♥ ❤❛❜❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ✈✐❡r ❆ttr✐❜✉t❡✱ ❞✐❡ ❛♥❤❛♥❞
✈♦♥ ▲ä♥❣❡ ✉♥❞ ❇r❡✐t❡ ❞❡r ❇❧üt❡♥❜❧ätt❡r ❡r③❡✉❣t ✇✉r❞❡♥✳ ❉❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ✐st ✈♦❧❧stä♥❞✐❣
✉♥❞ ❤❛t ❦❡✐♥❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❲❡rt❡ ❬✸✹❪✳

✺✼



✺✳✷ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡ ❉❛t❡♥sät③❡ ✺ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❊

◆❛♠❡ ▲❡r♥❛✉❢❣❛❜❡ ★ ❑❧❛ss❡♥ ★ ■♥st❛♥③❡♥ ★ ❆ttr✐❜✉t❡
■r✐s ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ❞r❡✐ ✭❥❡✇✳ ✸✸✱✸✪✮ ✶✺✵ ✹

❙♦♥❛r ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ③✇❡✐ ✭✹✻✱✻✪✱
✺✸✳✸✪✮

✷✵✽ ✻✵

❉♦r♦t❤❡❛ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ③✇❡✐ ✭✾✱✼✪✱
✾✵✱✷✪✮

✶✳✾✺✵ ✶✵✵✳✵✵✵

■♥s✐❣❤t ❋❧♦✇ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ③✇❡✐ ✶✷✳✺✷✽ ✷✳✸✼✷
■♥s✐❣❤t ❙❛t ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ③✇❡✐ ✶✷✳✺✷✽ ✷✳✸✼✷

❚❛❜❡❧❧❡ ✹✿ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡ ❉❛t❡♥sät③❡✳ ❉✐❡ ❚❛❜❡❧❧❡ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥sät③❡✱
❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❛❧s ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇✉r❞❡♥✳ ■♥s✐❣❤t ✐st
❤✐❡r ③✇❡✐♠❛❧ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✱ ❞❛ ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✱ ❞✐❡
❛✉❢ ③✇❡✐ ❉❛t❡♥sät③❡ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✇✉r❞❡♥✳

❙♦♥❛r ❆✉❝❤ ❞✐❡s❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ✐st ✈♦♥ ❍❛✉s ❛✉s ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ③✉ ✜♥❞❡♥ ✉♥❞ ✐st ❡✐♥
❉❛t❡♥s❛t③✱ ❞❡r ❞✐❡ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ③✉r ❆✉❢❣❛❜❡ ❤❛t✳ ❍✐❡r ❣✐❜t ❡s ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤
✈❡rt❡✐❧t❡ ❑❧❛ss❡♥✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ❑❧❛ss❡ ❙t❡✐♥ ♠✐t ✹✻✱✻✪ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑❧❛ss❡ ▼✐♥❡ ♠✐t
✺✸✱✸✪✳ ❩✐❡❧ ✐st ❡s ❛✉❝❤ ❤✐❡r✱ ❞✐❡ ✷✵✽ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ♠✐t ❥❡✇❡✐❧s ✻✵ ❆ttr✐❜✉t❡♥ ❡✐♥❡r ❞❡r
❜❡✐❞❡♥ ❑❧❛ss❡♥ ③✉③✉♦r❞♥❡♥✳ ❉❡r ❉❛t❡♥s❛t③ st❛♠♠t ❛✉s ❞❡♠ ❏❛❤r ✶✾✽✼ ✉♥❞ ❤❛t s❡✐♥❡♥
◆❛♠❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❚❡❝❤♥✐❦✱ ❞✐❡ ❣❡♥✉t③t ✇✉r❞❡✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❙t❡✐♥ ❜③✇✳ ❡✐♥❡ ▼✐♥❡ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥
❬✸✺❪✳ ❉✐❡s❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ✐st ❡✐♥❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ③✉r ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ❣❡♥✉t③t
✇✉r❞❡♥✳

❉♦r♦t❤❡❛ ❉♦r♦t❤❡❛ ✐st ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❉❛t❡♥s❛t③✱ ❞❡r ❤✐❡r ③✉r ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t
✇✉r❞❡ ✉♥❞ ❤❛t ✶✳✾✺✵ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ♠✐t ❥❡✇❡✐❧s ✶✵✵✳✵✵✵ ❆ttr✐❜✉t❡♥✳ ❉✐❡ ❉❛t❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ③✇❡✐
❑❧❛ss❡♥ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t✿ ❆ ✉♥❞ ■✳ ❊s ❣❡❤t ❞❛r✉♠✱ ❝❤❡♠✐s❝❤❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✱
❞✐❡ s✐❝❤ ❛❦t✐✈ ✭❆✮ ❛♥ ❚❤r♦♠❜✐♥ ❜✐♥❞❡♥ ♦❞❡r ❡s ♥✐❝❤t t✉♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ✐♥❛❦t✐✈ ✭■✮ s✐♥❞✳ ❉❡r
❉❛t❡♥s❛t③ ✇✉r❞❡ ❢ür ❞❡♥ ❑❉❉ ✭❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❉❛t❛ ▼✐♥✐♥❣✮ ❈✉♣ ✷✵✵✶ ✈♦♥
❞❡r ❋✐r♠❛ ❉✉P♦♥t P❤❛r♠❛❝❡✉t✐❝❛❧s ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ ❣❡st❡❧❧t✳

❯rs♣rü♥❣❧✐❝❤ ✇❛r ❣❡♣❧❛♥t✱ ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ s♦✇✐❡ ❛✉❢
❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❚❡✐❧❞❛t❡♥sät③❡♥ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✳ ❉❛❢ür ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❆ttr✐❜✉t❡ ✈♦♥
✶✵✵✳✵✵✵ ❛✉❢ ✽✳✵✵✵✱ ✸✷✳✵✵✵ ✉♥❞ ✻✹✳✵✵✵ ✈❡rr✐♥❣❡rt✳ ❉♦❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❉❛t❡♥
❦♦♥♥t❡ ✐♥ ❞❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❩❡✐t✱ ♠✐t ❞❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥❞❡♥ ❘❡ss♦✉r❝❡♥✱ ♥✐❝❤t ❦♦♠✲
♣❧❡tt ✈❡r❛r❜❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦ ✇✉r❞❡ ♥✉r ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ♠✐t ✽✳✵✵✵ ❆ttr✐❜✉t❡♥ ✉♥❞ ✶✳✾✺✵
❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❋ür ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❙❱▼ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❱❡r❦❧❡✐♥❡r✉♥❣
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ s♦❞❛ss ❤✐❡r❢ür ♥✉r ✶✳✵✷✹ ❆ttr✐❜✉t❡ ✉♥❞ ✸✽✹ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ③✉ ❜❡❛r❜❡✐t❡♥ ✇❛r❡♥✳
❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑❧❛ss❡♥ ❆ ✉♥❞ ■✳ ❍✐❡r
✇✉r❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ✶✾✷ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❜❡✐❞❡r ❑❧❛ss❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❩✉♠ ❊♥❞❡ ❞❡r ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣s③❡✐t
❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t st❡❧❧t❡ s✐❝❤ ❤❡r❛✉s✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ●röÿ❡ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❘❛✲
♣✐❞♠✐♥❡r ✐♥ ❞❡r ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❩❡✐t ❜❡❛r❜❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ❧✐❡❣❡♥
❦❡✐♥❡ ❉❛t❡♥ ❢ür ❉♦r♦t❤❡❛ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❱▼ ✈♦r✳

✺✽



✺ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❊ ✺✳✷ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡ ❉❛t❡♥sät③❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✵✿ ❙❡♥s♦r❡♥ ✐♥ ❉✉❜❧✐♥✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❑❛rt❡ ✈♦♥ ❉✉❜❧✐♥✱ ■r❧❛♥❞✳
❉✐❡ r♦t❡♥ P✉♥❦t❡ s✐♥❞ ✐♥st❛❧❧✐❡rt❡ ❙❡♥s♦r❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❙tr❛ÿ❡♥✲
✈❡r❦❡❤rs ♠❡ss❡♥✳

■♥s✐❣❤t ■♥s✐❣❤t ✐st ❡✐♥ ❊❯ Pr♦❥❡❦t✽✱ ✇❡❧❝❤❡s ③✉♠ ❣❡♥❡r❡❧❧❡♥ ❩✐❡❧ ❤❛t✱ ❞❡♥ ❯♠❣❛♥❣ ♠✐t
◆♦t❢❛❧❧s✐t✉❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❙tä❞t❡♥ ③✉ ✈❡r❜❡ss❡r♥✳ ❚❡✐❧ ❞✐❡s❡s Pr♦❥❡❦t❡s ✐st ❞✐❡ ❆✉❢③❡✐❝❤♥✉♥❣
❞❡s ❙tr❛ÿ❡♥✈❡r❦❡❤rs ✐♥ ❉✉❜❧✐♥✳ ❉❛❢ür ✇✉r❞❡♥ ✷✳✸✼✷ ❙❡♥s♦r❡♥ ✐♥ ❞❡r ❣❛♥③❡♥ ❙t❛❞t ✐♥✲
st❛❧❧✐❡rt ✭s✳ ❆❜❜✳ ✷✵✮✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✈♦r❜❡✐❢❛❤r❡♥❞❡♥ ❋❛❤r③❡✉❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡
❉❡t❡❦t♦r❛✉s❧❛st✉♥❣ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙tr❛ÿ❡♥❛❜s❝❤♥✐tts ❣❡♠❡ss❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡ ❉❛t❡♥ ❞❡r
❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙❡♥s♦r❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ✈♦r✳

❉❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ❤❛t ✶✷✳✺✽✶ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✉♥❞ ✷✳✸✼✷ ❆ttr✐❜✉t❡ ✭❙❡♥s♦r❡♥✮✱ ✇♦❜❡✐ ❡r ❛❜❡r ❡✐♥✐❣❡
❢❡❤❧❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ❛✉❢✇✐❡s✳ ❉❛ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❣❡♥✉t③t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❯♠st❛♥❞ ✉♠✲
❣❡❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❩❡✐❧❡♥ ✉♥❞ ❙♣❛❧t❡♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r
❤❡r❛✉s❣❡✜❧t❡rt ✭s✳ ❆❜❜✳ ✷✶✮✳ ❩✉❞❡♠ ❤❛t ❞❡r ❖r✐❣✐♥❛❧❞❛t❡♥s❛t③ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ♠✐♥✉t❡♥❣❡♥❛✉
❣❡❧✐❡❢❡rt✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ✈✐❡❧ ③✉ ❣r♦ÿ❡ ❉❛t❡♥♠❡♥❣❡ ✇❛r✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❊①♣❡r✐✲
♠❡♥t❡ ✐♥ s❧♦ts ✈♦♥ ✶✺ ▼✐♥✉t❡♥ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇✉r❞❡♥✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣❛❜ s✐❝❤ ❡✐♥ ❉❛t❡♥s❛t③
♠✐t ✶✷✳✺✷✽ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ✉♥❞ ✷✳✷✹✺ ❆ttr✐❜✉t❡♥✳ ❉♦❝❤ ✇✐❡ ❛✉❝❤ ❞❡r ❉♦r♦t❤❡❛ ❉❛t❡♥s❛t③✱
❡r✇✐❡s s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡r ❛❧s ③✉ ❣r♦ÿ✱ ✉♠ ♠✐t ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ✐♥ ❛♥❣❡♠❡ss❡♥❡r ❩❡✐t ❜❡❛r❜❡✐t❡t
✇❡r❞❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❆ttr✐❜✉t❡✱ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞✐❡
❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❙❡♥s♦r❡♥✱ ❛✉❢ ✶✳✵✷✹ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❡r ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❛✉❢ ✻✹ r❡❞✉③✐❡rt✳ ❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣
❞❡s ❖r✐❣✐♥❛❧❞❛t❡♥s❛t③❡s ❤ätt❡ ♠❡❤r❡r❡ ❲♦❝❤❡♥ ❣❡❞❛✉❡rt✳ ❉✐❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❡♥s♦✲
r❡♥ ✇✉r❞❡ ♠❛♥✉❡❧❧ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ✇är❡ ❣❡✇❡s❡♥✱ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ✈♦♥
❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ❞✐❡ ❣❡❡✐❣♥❡tst❡♥ ❙❡♥s♦r❡♥ ❛✉s③✉✇ä❤❧❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❡✐♥❡ ❢♦r✇❛r❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝✲
t✐♦♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ✈✐❡❧❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥❡♥ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✉♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡
❜❡st❡ ❙♣❛❧t❡ ❤✐♥③✉❣❡❢ü❣t✱ ❜✐s s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❙♣❛❧t❡♥ ❡r❣✐❜t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s
✇är❡ ❞✐❡s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉ ❧❛♥❣✇✐❡r✐❣ ❣❡✇♦r❞❡♥ ✉♥❞ ❤ätt❡ ✐♥ ❞❡r ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❩❡✐t ♥✐❝❤t

✽❤tt♣✿✴✴✐♥s✐❣❤t✲✐❝t✳❡✉✴ ✭❙t❛♥❞ ✶✾✳✵✾✳✷✵✶✺✮

✺✾
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✶✿ Pr♦③❡ss ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❆♥❡✐♥❛♥❞❡r❦❡tt✉♥❣ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡r ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r✳ ❩✐❡❧ ❤✐❡r❜❡✐ ✐st ❡s✱ ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③✱ ✇❡❧❝❤❡r ✐♠
❡rst❡♥ ❖♣❡r❛t♦r ❡✐♥❣❡❧❡s❡♥ ✇✐r❞✱ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ❋♦❧❣❡♦♣❡r❛t♦r❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡ ❋♦r♠ ③✉ ❜r✐♥❣❡♥✱
✐♥ ❞❡r ❦❡✐♥❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❉❛t❡♥ ♠❡❤r ✈♦r❤❛♥❞❡♥ s✐♥❞✳

❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❇❡✐ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❞✉❛❧❡♥ ❙❱▼ ❛✉❢ ❞✐❡s❡♠ r❡❞✉③✐❡rt❡♥
❉❛t❡♥s❛t③✱ ✐st ❞✐❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡r ❙♣❛❧t❡♥ ♦❤♥❡❤✐♥ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ ❞❛ ❡s ❢ür ❞✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤s ❦❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ♠❛❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❙❡♥s♦r❡♥ ❛✉s✲
❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❧✐❡❢❡rt✱ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥
❢♦r✇❛r❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♠✐t ❞❡r ♠❛♥✉❡❧❧❡♥ ❆✉s✇❛❤❧ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ♥✐❝❤t ❞❡♥ ❜❡st❡♥ ❲❡rt✳
❉❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❡r ❞❡♥♥♦❝❤ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✳

✺✳✸ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡

❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✇❡r❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥ ❢ür ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✲
✈❡r❢❛❤r❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❆❝❝✉r❛❝②✱
❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ❉✐❛❣r❛♠♠❡♥ ✇✐❡❞❡r✜♥❞❡t✱ ✐st ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❍ä✉✜❣❦❡✐t ❞❡r ❦♦rr❡❦t ❦❧❛ss✐✲
✜③✐❡rt❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡✳ ◆❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞ ❛✉❝❤ ❤ä✉✜❣ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❣❡♥❛♥♥t✳

✺✳✸✳✶ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❙❱▼

❉❛ ❡s ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❉❛t❡♥ ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ❛❧❧❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥
❛❜③✉❜✐❧❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ♥✉r ❥❡♥❡✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♦❤♥❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ❞✐❡ ❜❡st❡
❆❝❝✉r❛❝② ❧✐❡❢❡rt❡♥✱ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✉♥❞ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ■♥ ❞❡♠ ❋❛❧❧ ❞❡r ❙❱▼ ❡r❣❛❜ s✐❝❤ ❞✐❡
❤ö❝❤st❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❢ür γ ❂ ✵✳✶ ✉♥❞ ❈ ❂ ✶✵✵✳ ❋ür ❥❡❞❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❣✐❜t ❡s ❢ür ❥❡❞❡ ❑♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ✈✐❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P❧♦ts✳ ❉✐❡s❡ ❜❡✐♥❤❛❧t❡♥ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱
❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✭s✳ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✷✮✳ ■♥ ❥❡❞❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ ✇✉r❞❡ ③✉❞❡♠ ❞✐❡
❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❣❡tr❛❣❡♥✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ❧✐❡❣❡♥ ❢ür ❞✐❡s❡s ❱❡r✲
❢❛❤r❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❢ür ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❙♦♥❛r ✈♦r✱ ❞❛ ❞✐❡ ❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❉♦r♦t❤❡❛
❉❛t❡♥s❛t③❡s ❧ä♥❣❡r ❛❧s ③✇❡✐ ❲♦❝❤❡♥ ❣❡❞❛✉❡rt ❤❛t ✉♥❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ❛❜❣❡❜r♦❝❤❡♥
✇❡r❞❡♥ ♠✉sst❡✳

❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ❩✉ ❇❡❣✐♥♥
❞❡r ❆r❜❡✐t ❣❛❜ ❡s ❞✐❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❛❧s s✐♥♥✈♦❧❧ ❡r✇❡✐s❡♥ ❦ö♥♥t❡✱ ❞✐❡
❉❛t❡♥ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ♥✐❝❤t ♠✐t③✉❝❧✉st❡r♥ ✉♥❞ st❛tt❞❡ss❡♥ ♥✉r ❞✐❡ αi ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳

✻✵
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✷✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❙❱▼✳ ❉✐❡s❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❯r✲
s♣r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧✱ ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ♦❤♥❡ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♥
❉❛t❡♥✳ ❆❧s ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ✇✉r❞❡ ❤✐❡r k✲♠❡❛♥s ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❛s ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❛♥ ❞❡r ❳✲
❆❝❤s❡ s❡❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❍✐❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ k ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t
❛✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ ✇✐r❞ ✐♥ Pr♦③❡♥t ❣❡♠❡ss❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤✱ ✐♠ r❡❝❤t❡♥
❚❡✐❧ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ✐♥ ❦❇✳

■♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❤❛t s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ❤❡r❛✉s❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡s ❦❡✐♥❡ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡
❞❛rst❡❧❧t✱ ❞❛ ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ③✇❛r ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t✱
❛❜❡r ❛✉❝❤ ❡✐♥ ✈✐❡❧ ❤ö❤❡r❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ♠✐t s✐❝❤ ❜r✐♥❣t✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✷ s✐❡❤t
♠❛♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ k✲♠❡❛♥s✳ ❆✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ ✐st ❞✐❡ ●❡✲
♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉✐❡ ❉❛t❡♥ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ s✐♥❞ ❤✐❡r
❞✉r❝❤ x ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ▲❡❣❡♥❞❡ st❡❧❧t ❞❡r ❥❡✇❡✐❧s ❧✐♥❦❡ ❇❛❧❦❡♥ ❞✐❡
●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❞❛r✳ ❉❡r ❇❛❧❦❡♥ ✐♥ ❞❡r ▼✐tt❡ ③❡✐❣t ❞✐❡
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❢ür ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♦❤♥❡ ❇❡❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❉❛t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧s r❡❝❤t❡ ❇❛❧❦❡♥
❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ ❞❡r ❙❱▼ ❛❧❧❡✐♥✱ ♦❤♥❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❍✐❡r❢ür ❣✐❜t ❡s ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ♥✉r
❡✐♥❡♥ ❲❡rt✱ ❞❛ ❡s ❦❡✐♥ k ❣✐❜t✳ ❩✉r ❜❡ss❡r❡♥ ❱❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❞✐❡s❡r ❡✐♥③❡❧♥❡
❲❡rt ❢ür ❥❡❞❡♥ ❲❡rt ✈♦♥ k ✐♥ ❞❛s ❉✐❛❣r❛♠♠ ❡✐♥❣❡tr❛❣❡♥✳ ■♥ ❞❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ s✐❡❤t ♠❛♥
♥✉♥ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ♠✐t st❡✐❣❡♥❞❡♠ k✱ ❜❡✐ ❞❡♥ ❇❛❧❦❡♥ ❞❡s ❈❧✉st❡r✐♥❣s✱
❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛♥st❡✐❣t✳ ❉✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡♥ ❧✐♥❦❡♥ ❇❛❧❦❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡r
✐st✱ ❧✐❡❣t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❡s ✈✐❡❧ ♠❡❤r ❉❛t❡♥ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❇❡✐ ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❈❧✉st❡r♥✱ ✐st ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t s♦ ❤♦❝❤✱ ❞❛ ✈✐❡❧❡ ✇✐❝❤✲
t✐❣❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✈❡r❧♦r❡♥ ❣❡❤❡♥✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ♥✉r ❞✐❡s❡s
❉✐❛❣r❛♠♠✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✉ ❞❡♠ ❙❝❤❧✉ss ❣❡❧❛♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❞✉r❝❤❛✉s s✐♥♥✈♦❧❧ s❡✐♥ ❦❛♥♥✱
❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ♥✐❝❤t ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ ❤✐❡r ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❆♥❢❛♥❣
❛♥ ❤ö❤❡r ✐st✳ ❆❜❡r ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡✱ ❛✉❢ ❞❡r ❞✐❡ ❆r❜❡✐t ❜❡r✉❤t✱ s❛❣t✱ ❞❛ss ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s
❞❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡✱ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ä❤♥❧✐❝❤ ❣❧❡✐❝❤❡r ●üt❡ ✭●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t✮✱ ❛❜❡r
✇❡♥✐❣❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✐st✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ♠✉ss ♠❛♥ s✐❝❤ ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✲
✈❡r❜r❛✉❝❤ ❛♥s❡❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❛✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✳ ❍✐❡r s✐♥❞
❞✐❡ ❇❛❧❦❡♥ ❣❡♥❛✉s♦ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t✱ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❞❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❤✐❡r
✐st ❡✐♥ ❆♥st✐❡❣ ♠✐t ❣röÿ❡r ✇❡r❞❡♥❞❡♠ k ③✉ ✈❡r♠❡r❦❡♥✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ♥✉♥ ③✳ ❇✳ ✐♥
❜❡✐❞❡♥ ❉✐❛❣r❛♠♠❡♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❢ür k = 16✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❣❡r✐♥❣❡♥
❱❡r❧✉st ❞❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✉♥❣❡❢ä❤r ❡✐♥ ❉r✐tt❡❧ ❛♥ ❙♣❡✐❝❤❡r ❡✐♥❣❡s♣❛rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥
♠❛♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❞❡r ❙tüt③✈❡❦t♦r❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❝❧✉st❡rt✳ ▲ässt ♠❛♥ s✐❡ ❛✉ÿ❡♥ ✈♦r✱ s♦ ✐st ❞❡r
❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❢❛st ❣❡♥❛✉s♦ ❤♦❝❤ ✇✐❡ ✈♦r ❞❡♠ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ▼❛♥ ✇ür❞❡ ❛❧s♦ ❦❡✐♥❡♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✸✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❞❡r ❙❱▼✳ ❉✐❡ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ✐♥ ❞❡r
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣❡♥ ❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❞❡r ❙❱▼ ♦❤♥❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱
♠✐t k✲♠❡❛♥s ✉♥❞ ❉❇❙❈❆◆✳ ❩✉ ❜❡❛❝❤t❡♥ ✐st ❤✐❡r✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❞❡r ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❙❱▼ ✰
❉❇❙❈❆◆ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥ ♠✉sst❡✱ ❞❛ s♦♥st ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ ǫ ❂
✵✳✵✶ ❜✐s ✶✵ ♥✐❝❤t ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥ ✇är❡♥✳

❱❡r❜r❛✉❝❤ ❡✐♥s♣❛r❡♥ ✉♥❞ ❦ö♥♥t❡ ❣❡♥❛✉s♦ ❣✉t ❞❛s ❯rs♣r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ♥✉t③❡♥✳

❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❙❱▼ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✸ ✐st ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✐♥ ❦❇ ❞❡r ❡✐♥✲
③❡❧♥❡♥ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ③✉ s❡❤❡♥✳ ●❛♥③ ❧✐♥❦s ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞❡r ❇❛❧❦❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❙♣❡✐❝❤❡r✲
✈❡r❜r❛✉❝❤✱ ✇❡♥♥ ♥✉r ❞✐❡ ❙❱▼✱ ❛❧s♦ ♦❤♥❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ❣❡♥✉t③t ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡s❡r ✇✐r❞ ✈❡r❣❧✐✲
❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜❛✉❝❤ ❞❡r ❙❱▼ ③✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t k✲♠❡❛♥s ✉♥❞ ♠✐t ❉❇❙❈❆◆✳ ■♥
❞❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠✱ ✐♥ ❞❡♠ k✲♠❡❛♥s ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥ ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❳✲❆❝❤s❡
❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ k✳ ❍✐❡r s✐❡❤t ♠❛♥ s❝❤♦♥✱ ❞❛ss s❡❧❜st ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ♠✐t k = 128✱ ❛❧s♦
♠✐t ✶✷✽ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❈❧✉st❡r♥✱ ❡✐♥❡♥✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤ ♥✉r ❣❡r✐♥❣❢ü❣✐❣✱ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✲
✈❡r❜r❛✉❝❤ ❤❛t✱ ❛❧s ♦❤♥❡ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡s ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❇❡✐ ❞❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ ✐♥ ❞❡♠ ❉❇❙❈❆◆
❛✉❢❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✱ ✐st ❡s ✇✐❝❤t✐❣ ③✉ ❡r✇ä❤♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ✉♥t❡r❡♥ ❉✐❛❣r❛♠♠s
❛♥❞❡rs ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥ ♠✉sst❡✱ ❞❛ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❲❡rt❡ s♦♥st ❦❡✐♥❡ ❇❛❧❦❡♥ ③✉
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✹✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❱▼✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r
❙❱▼✱ ♦❤♥❡ ✉♥❞ ♠✐t ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❢❡st✲
st❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❜❧❛✉❡ ❇❛❧❦❡♥ ❢❛st ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❤♦❝❤ ✐st✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❇❛❧❦❡♥ ✈♦♥ ❉❇❙❈❆◆
✭r♦t✮✳ ❉❛s ③❡✐❣t✱ ❞❛ss✱ ❞✉r❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ✈✐❡❧❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
✈❡r❧♦r❡♥ ❣❡❤❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ♥✐❝❤t ♠❡❤r s♦ ❣✉t ✐st✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✺✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡r ❙❱▼✳ ❉❛s ❉✐❛❣r❛♠♠ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡
❞❡r ❙❱▼ ✭❜❧❛✉✮✱ ❢ür ❞✐❡ ❙❱▼ ✰ k✲♠❡❛♥s ✭❣rü♥✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❱▼ ✰ ❉❇❙❈❆◆✳ ❏❡ ❦❧❡✐♥❡r
❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡✱ ❞❡st♦ ❜❡ss❡r ✐st ❡s ❢ür ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✐st ❞✐❡
❊♥tr♦♣✐❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ✈♦♥ ❉❇❙❈❆◆ s❡❤r ❣❡r✐♥❣✱ ✇❛s ✇✐❡❞❡r✉♠ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❣❡r✐♥❣❡♥
❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❤✐♥✇❡✐st✳

s❡❤❡♥ ✇är❡♥✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ♥❛❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❉❇❙❈❆◆
✈✐❡❧ ❦❧❡✐♥❡r ✐st ❛❧s ♦❤♥❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❉✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❛❧❦❡♥ st❡❧❧❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥
❲❡rt ❢ür γ ❞❛r✳ ❯♥❞ ③✇❛r ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r minpts ✷✱ ✹ ✉♥❞ ✽✳

●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❙❱▼ ❉✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❱▼ ✐st ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❙❱▼ ❡t✇❛s ❤ö❤❡r✱ ❛❧s ✇❡♥♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡s
✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✹ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❛❜❡r ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤
✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡✱ s♦ ✐st ❡✐♥ ❣❡r✐♥❣❡r ❱❡r❧✉st ❞❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❛❦③❡♣t❛❜❡❧✱ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r
❍ö❤❡ ❞❡r ❉❛t❡♥✱ ❞✐❡ ❛❜③✉s♣❡✐❝❤❡r♥ s✐♥❞✳

❊♥tr♦♣✐❡ ❙❱▼ ❇❡✐ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ✭s✳ ❆❜❜✳ ✷✺✮ ❣✐❧t✿ ❥❡ ❣❡r✐♥❣❡r ❞❡r ❲❡rt✱
❞❡st♦ ❜❡ss❡r ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✇✐r❞ ❞❡♠♥❛❝❤ ✇✐❡❞❡r❣❡s♣✐❡❣❡❧t✱ ✇❡❧❝❤ ❣r♦ÿ❡♥ ◆✉t✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✻✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ③✉r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣
❞❡r ❙❱▼✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ ✐st ❦❧❛r ③✉ s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥
P❛r❛♠❡t❡r♥ ✐♠ ❧✐♥❦❡♥ ❉✐❛❣r❛♠♠ ✈✐❡❧ ❤ö❤❡r ✐st✱ ❛❧s ✐♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧❡♥✳ ❉✐❡
❣rü♥❡♥ ❇❛❧❦❡♥ s✐♥❞ s✐❝❤ ❛❧❧❡ ③✐❡♠❧✐❝❤ ä❤♥❧✐❝❤✱ ✇❛s ❞❛r❛♥ ❧✐❡❣t✱ ❞❛ss ❡s ❛❜ ❡✐♥❡♠ k =
16 ❦❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ❣✐❜t✳ ❉❡r
❆✉sr❡✐ÿ❡r ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❲❡rt ✈♦♥ ǫ = 1 ✐♥ ❞❡♠ r❡❝❤t❡♥ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❧✐❡❣t ❛♥ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r
minpts✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❲❡rt ✈♦♥ ✷ ✇❡r❞❡♥ ♠❡❤r ❈❧✉st❡r ❣❡❢✉♥❞❡♥✱ ✇❛s ❞❡♥ ❆♥st✐❡❣ ❞❡r
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ❡r❦❧ärt✳

③❡♥ ❞❛s ❈❧✉st❡r♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡rt❡ ❞❡r ❙❱▼ ❤❛t✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡r
❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙❱▼✱ s♦ ✐st ❞✐❡s❡ s❝❤♦♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ❙❱▼ ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t k✲♠❡❛♥s ❞❡✉t✲
❧✐❝❤ ❤ö❤❡r ✉♥❞ ❜❡trä❣t ✉♥❣❡❢ä❤r ❞❛s ❱✐❡r❢❛❝❤❡ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ◆✉t③✉♥❣ ✈♦♥ ❉❇❙❈❆◆✳

❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐✲
❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❧ässt s✐❝❤ ❣✉t ❡r❦❧är❡♥✱ ✇✐❡s♦ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦✲
♣✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ③✉sät③❧✐❝❤❡r ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r s✐♥❞✱ ❛❧s ✉♥t❡r
❞❡r ❙❱▼ ❛❧❧❡✐♥❡✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✻ s✐❡❤t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❜❡✐ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙❱▼
✉♥❣❡❢ä❤r ❛❝❤t♠❛❧ ❤ö❤❡r ✐st✱ ❛❧s ❜❡✐ ❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ❞❡r ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss
❡s ✈✐❡❧ ♠❡❤r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❲❡rt❡ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ♠❛♥ ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥ ♠✉ss ✉♥❞ s✐❝❤ ❞❛♠✐t ✈✐❡❧
✇❡♥✐❣❡r ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✱ ❞✐❡s❡ ❲❡rt❡✱ ③✳ ❇✳ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ■♥t❡r✈❛❧❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ✭s✳
❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷✮✱ ③✉s❛♠♠❡♥③✉❢❛ss❡♥✱ ✉♠ ❞❛♠✐t ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ③✉ ✈❡rr✐♥❣❡r♥✳

✺✳✸✳✷ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s

❉❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❜r✐♥❣t ♠✐t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❡s ❦❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❤❛t✱ ❞✐❡
♠❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❡✐♥st❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ❞✐❡ ❙❱▼ ♠✐t ❈ ✉♥❞ γ✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥
❣✐❜t ❡s ♥✐❝❤t s♦ ✈✐❡❧❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❙❱▼ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞
❡s ❦ö♥♥❡♥ ❛❧❧❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳

❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❙♦♥❛r
✉♥❞ ❉♦r♦t❤❡❛ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❜❡s♦♥❞❡rs✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ✐♥
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✼ ♥✉r ❞❛s ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✈♦♥ ❙♦♥❛r ❛✉❢❣❡③❡✐❣t ✐st✳ ❉❛s ❉✐❛❣r❛♠♠
❢ür ❞❡♥ ❉♦r♦t❤❡❛ ❉❛t❡♥s❛t③ ✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣✳ ❉❡r ❜❧❛✉❡ ❇❛❧❦❡♥ ③❡✐❣t ✇✐❡❞❡r

✻✹
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✼✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✈♦♥ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✳ ❉✐❡s❡s ❉✐❛❣r❛♠♠
st❡❧❧t ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥s ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❞❛r✳ ❊✐♥❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t ✐♥ ❞❡♠
❉✐❛❣r❛♠♠ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❢ür ǫ = {0, 1; 1; 10} ♥✐❝❤t ✈♦r❤❛♥❞❡♥ s✐♥❞✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❧✐❡❣t
❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❞❛s ǫ ❤✐❡r ③✉ ❣r♦ÿ ✇❛r ✉♥❞ ♥✉r ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❈❧✉st❡r♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥
✇✉r❞❡✱ ❞❡♥❡♥ ❛❜❡r ❥❡✇❡✐❧s ✈✐❡❧❡ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇✉r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡♥tst❡❤❡♥
✈✐❡❧❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❲❡rt❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ❈❤❛♥❝❡✱ ❞✐❡s❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s
❧❡✐❞❡t ✉♥t❡r ❞✐❡s❡♠ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✈❡r❧✉st ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✭s✳ ❆❜❜✳ ✷✽ ♦❜❡♥✮✳

❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤✱ ✇❡♥♥ ❦❡✐♥ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡✳ ❉❡♠ ❣❡❣❡♥ü❜❡r❣❡st❡❧❧t
✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ♠✐t ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❈❧✉st❡r✐♥❣s✳ ❍✐❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡
♥✐❝❤t s♦ ❤♦❝❤ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❙❱▼✱ ✇❛s ❞❛r❛♥ ❧✐❡❣t✱ ❞❛ss ♥✐❝❤t s♦ ✈✐❡❧❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❲❡rt❡
✈♦r❤❛♥❞❡♥ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ❣❡❝❧✉st❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❜❡r ❛✉❝❤ ❤✐❡r s✐❡❤t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞❡r
❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥ ❞❡r ❲❡rt❡ ❣❡r✐♥❣❡r ✐st✳ ❉✐❡ ❊✐♥trä❣❡ ❢ür
ǫ = {0, 1; 1; 10} s✐♥❞ ♥✉r ❞❡r ❱♦❧❧stä♥❞✐❣❦❡✐t ❤❛❧❜❡r ✐♥ ❞❡r ▲❡❣❡♥❞❡ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t✳ ❍✐❡r ❤❛t
ǫ ❡✐♥❡♥ ③✉ ❣r♦ÿ❡♥ ❲❡rt✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ✇❡♥✐❣❡ ❈❧✉st❡r ♠✐t ✈✐❡❧❡♥ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ❡♥tst❡❤❡♥✱
❞✐❡ ❛❧❧❡ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt ❜❡❦♦♠♠❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ ❲❡rt❡ ✐st ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✉♠ ✷✵✪
❣❡r✐♥❣❡r✳

●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✽ ③❡✐❣t ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡s ❣❡❧❡r♥t❡♥ ▼♦✲
❞❡❧❧s ❛✉❢ ❞❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❙♦♥❛r ✭♦❜❡♥✮ ✉♥❞ ❉♦r♦t❤❡❛ ✭✉♥t❡♥✮✳ ❯♠ ❞❛r③✉st❡❧❧❡♥✱ ✇❛s
❞✐❡ ●röÿ❡ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❢ür ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❤❛t✱ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ❜❡✐❞❡ ❉❛t❡♥sät③❡ ✈♦r❣❡✲
st❡❧❧t✳ ❙❝❤♦♥ ❜❡✐ ❞❡♠ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ❲❡rt ❞❡r
●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ♥❛❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ k✲♠❡❛♥s ❣❡r✐♥❣ ✈❡r❣röÿ❡rt ❤❛t✳ ❙❡❧❜st ✐♠ s❝❤❧❡❝❤t❡s✲
t❡♥ ❋❛❧❧✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❲❡rt ✈♦♥ ③✳ ❇✳ k = 16 ♥❛❝❤ ✉♥t❡♥ ❛❜✇❡✐❝❤t✱ ✐st ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ♥♦❝❤
❢❛st ❣❡♥❛✉s♦ ❤♦❝❤✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ♥✐❡❞r✐❣❡r ✐st ✭s✳ ❆❜❜✳ ✷✸✮✳ ◆♦❝❤ ❞❡✉t✲
❧✐❝❤❡r ✇✐r❞ ❡s ❜❡✐ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❣röÿ❡r❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③❡s✳ ❍✐❡r❜❡✐ ✐st ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t
❛✉❢ ✽✽✪ ❜❡✐ k✲♠❡❛♥s ✉♥❞ s♦❣❛r ❛✉❢ ✾✷✪ ❜❡✐ ❉❇❙❈❆◆ ❣❡st✐❡❣❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❞❡✉t❧✐❝❤
❣❡s✉♥❦❡♥❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✈♦♥ ❦♥❛♣♣ ✺✵✵ ❦❇ ♦❤♥❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❉❇❙❈❆◆ ✉♥❞
❛✉❢ ✷✻✹ ❦❇ ♥❛❝❤ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡ ❞❡r
❍②♣♦t❤❡s❡ ❞❡r ❆r❜❡✐t ♠❡❤r ❛❧s ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✽✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ③✉r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t ③✇❡✐
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❉✐❛❣r❛♠♠❡✳ ■♠ ♦❜❡r❡♥ ❚❡✐❧ ✐st ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ❙♦♥❛r ❛✉❢❣❡③❡✐❣t ✉♥❞ ✐♠
✉♥t❡r❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ❉♦r♦t❤❡❛✳ ❍✐❡r s♦❧❧ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ✉♥❞
❛✉❝❤ ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❉❛t❡♥ ③✉r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❜❡✐tr❛❣❡♥✳ ■♠ ✉♥t❡✲
r❡♥ ❚❡✐❧ ✐st ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞❡r✇❡✐s❡ ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡s ✒♥♦r♠❛❧❡♥✏ ❱❡r❢❛❤r❡♥s s❝❤❧❡❝❤t❡r✱
❛❧s ✉♥t❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥✳ ❉❛s ✐st ❞✉r❝❤❛✉s ❡rst❛✉♥❧✐❝❤✱ ❞❡♥♥
❞✉r❝❤ ❞❛s ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥ ✈♦♥ ❲❡rt❡♥ ❡r✇❛rt❡t ♠❛♥ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❡✐♥❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✈❡r✲
❧✉st✱ ❞❡r ❤✐❡r ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✐❝❤t ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✳ ❉✐❡s ❧✐❡❣t ❛♥ ❞❡r ❇❡s❝❤❛✛❡♥❤❡✐t ✉♥❞ ❛♥ ❞❡r
❣röÿ❡r❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s✳

❊♥tr♦♣✐❡ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❇❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡✐ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s
s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤ ③✉ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ❙❱▼✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r s✐♥❞ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ♥❛❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❈❧✉s✲
t❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ✈✐❡❧ ❦❧❡✐♥❡r✳ ❉❛s ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❉✐❛❣r❛♠♠ ✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣✳

❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❇❡✐ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥
P❛r❛♠❡t❡r s✐❡❤t ♠❛♥✱ ✇❡❧❝❤ ❣r♦ÿ❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥s
❧✐❡❢❡rt✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ❲❡rt ♦❤♥❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ s♦ ❧✐❡❣t ❞✐❡s❡r ❜❡✐ ✷✹✷ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
P❛r❛♠❡t❡r♥✳ ❉❡r ❤ö❝❤st❡ ❲❡rt ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ k✲♠❡❛♥s ✐st ♥✉r ❤❛❧❜ s♦ ❣r♦ÿ ✉♥❞
❛✉❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ ❉❇❙❈❆◆ s✐♥❞ ✈✐❡❧ ❦❧❡✐♥❡r✳ ❊❜❡♥s♦ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❙❱▼ ❧ässt s✐❝❤ ❛✉❝❤
❤✐❡r ❞✐❡ ❙♣❡✐❝❤❡r❡✐♥s♣❛r✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❤♦❤❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❡r❦❧är❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✾✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✳
■♥ ❞❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞❡s ❈❧✉st❡r♥s ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❲❡rt❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s✳

✺✳✸✳✸ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st

❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ❜❡st❡❤t ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ❉♦r♦t❤❡❛ ❛✉s ③✇❡✐ ❑❧❛ss❡♥✿ ❆ ✉♥❞ ■✳ ❉❛
❞✐❡s❡ ❛❜❡r s❡❤r ✉♥r❡❣❡❧♠äÿ✐❣ ✈❡rt❡✐❧t s✐♥❞ ✭s✳ ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✮✱ ✇✉r❞❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ❘❛♣✐❞✲
♠✐♥❡r ❡✐♥ ❖♣❡r❛t♦r ❣❡♥✉t③t✱ ❞❡r ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❲❡rt❡ ❞❡s ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③❡s ♥✉t③t✱
s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❙❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✇✉r❞❡♥ ❆ ✭✶✾✷✮ ✉♥❞ ■
✭✷✵✵✮ ❢❛st ❣❧❡✐❝❤ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t✱ ❞❛♠✐t ❡s ❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ③✉♠ ▲❡r♥❡♥ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s
❣❛❜✳ ❇❡✐ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ③✉♠ ❚❡st❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥sät③❡ ✉♥❞ Pr♦③❡ss❡✱ ❤❛t s✐❝❤
❤❡r❛✉s❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ♠✐t ❞✐❡s❡r ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ♥✐❡♠❛❧s ❆ ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t
❤❛t✱ ✇❡♥♥ ③✉sät③❧✐❝❤ Pr✉♥✐♥❣ ♦❞❡r Pr❡✲Pr✉♥✐♥❣ ❣❡♥✉t③t ✇✉r❞❡✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r❧ä✉t❡rt✱
❦❛♥♥ Pr✉♥✐♥❣ ❛❧s ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡ ❆rt ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tätsr❡❞✉❦t✐♦♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛
❞✐❡s❡s ❛❜❡r ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ③✉r ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ✉♥✇✐r❦s❛♠ ♠❛❝❤t✱
✇✉r❞❡ ❞❛s Pr✉♥✐♥❣ ❜❡✐ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❛✉s❣❡s❝❤❛❧t❡t✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❱♦rt❡✐❧ ✐st✱ ❞❛ss
♠❛♥ ❞❛❞✉r❝❤ ♥♦❝❤ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❑❧❡✐♥✐❣❦❡✐t❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥ s❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❇❛✉♠str✉❦✲
t✉r ♥✐❝❤t ✈❡rä♥❞❡rt ✇✐r❞✳ ❩✉ ❦❧är❡♥ ✐st ❞✐❡ ❋r❛❣❡✱ ♦❜ ❞❛s ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥
❡✐♥ ❛❞äq✉❛t❡r ❊rs❛t③ ③✉♠ Pr✉♥✐♥❣ ✐st✳

❇❡✐ ❞❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❢ür ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✱ ❣✐❧t ❡s ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t
❤✐♥③✉✇❡✐s❡♥✳ ◆❛❝❤❞❡♠ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❉♦r♦t❤❡❛ ❣❡❝❧✉st❡rt ✇✉r❞❡♥✱ ❤❛❜❡♥
❛❧❧❡ ❱❡r③✇❡✐❣✉♥❣❡♥ ❞❡♥ ❲❡rt ✵✱✺✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ✐st ❤✐❡r❢ür ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡✲
❞❡♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✐♠♠❡r ❣❧❡✐❝❤ ✶✱ ❞❛ ❡s ♥✉r ❞❡♥ ❡✐♥❡♥ ❲❡rt ❣✐❜t✳ ❉❡s✇❡❣❡♥ ✇✐r❞ s♦✇♦❤❧
❢ür ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❙♦♥❛r✲
❞❛t❡♥s❛t③ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❢ür ❉♦r♦t❤❡❛ ❦❡✐♥❡ ❇❛❧❦❡♥ ❧✐❡❢❡r♥✳ ❋ür ❞✐❡
●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ s✐♥❞ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❜❡✐❞❡r ❉❛t❡♥sät③❡ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t✱
✉♠ ❞❛r③✉st❡❧❧❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ●röÿ❡ ❞❡s ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❱❡r❢❛❤r❡♥
❤❛t✳

❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✵ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r✲
❜r❛✉❝❤ ❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥s ✐♥ ❦❇ ❢ür ❙♦♥❛r ✭♦❜❡♥✮ ✉♥❞ ❉♦r♦t❤❡❛ ✭✉♥t❡♥✮✳ ❆✉✛ä❧❧✐❣ ✐st✱ ❞❛ss
❤✐❡r ❜❡✐ ❜❡✐❞❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥
❥❡✇❡✐❧s ä❤♥❧✐❝❤ ✐st✳

✻✼



✺✳✸ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✺ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❊
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✵✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ③✉♠ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✳ ❍✐❡r s✐❡❤t ♠❛♥
❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❢ür ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❉❛t❡♥sät③❡✿ ❙♦♥❛r ✭♦❜❡♥✮ ✉♥❞ ❉♦r♦t❤❡❛ ✭✉♥t❡♥✮✳
■♥s❣❡s❛♠t s✐❡❤t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❡s ❦❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❛❧❦❡♥
❣✐❜t✳ ▼✐t ❆✉s♥❛❤♠❡ ❞❡r ❇❛❧❦❡♥ ❢ür ǫ = {0, 01; 0, 1; 1; 10} ❜❡✐ ❉❇❙❈❆◆ ✐♠ ♦❜❡r❡♥
❉✐❛❣r❛♠♠✳ ❍✐❡r ✐st ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ♥✉r ❤❛❧❜ s♦ ❣r♦ÿ✱ ✇❛s ❞❛r❛♥ ❧✐❡❣t✱ ❞❛ss ❞❡r
❲❡rt ❢ür ǫ ③✉ ❣r♦ÿ ✐st✳ ❯♥t❡r ③✉sät③❧✐❝❤❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✶ s✐❡❤t ♠❛♥✱
❞❛ss s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞♦rt ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳

▲❡❞✐❣❧✐❝❤ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❙♦♥❛r❞❛t❡♥s❛t③❡s ✐st ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❞❡r ❲❡rt❡ ǫ =
{0, 01; 0, 1; 1; 10} ✉♥❣❡❢ä❤r ♥✉r ❤❛❧❜ s♦ ❤♦❝❤✱ ✇❛s ♠❛♥ ❛♥ ❞❡r ❆✉s♣rä❣✉♥❣ ❞❡r ❇❛❧❦❡♥
❡r❦❡♥♥❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s ❤ä♥❣t ❞❛♠✐t ③✉s❛♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❲❡rt❡ ❢ür ǫ ③✉ ❣r♦ÿ ❣❡✇ä❤❧t s✐♥❞
✉♥❞ s✐❝❤ ❞❛♠✐t ♥✉r ❡✐♥ ❣r♦ÿ❡s ❈❧✉st❡r ✜♥❞❡♥ ❧ässt✱ ✐♥ ❞❡♠ ❛❧❧❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥
❲❡rt ❜❡❦♦♠♠❡♥✳ ❲✐❡ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s s✐♥❞ ❤✐❡r ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✉♠
❝✐r❝❛ ✷✵✪ ❣❡r✐♥❣❡r✳ ■♥ ❞❡♠ ✉♥t❡r❡♥ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐st ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤
✐♠ ❙❝❤♥✐tt s♦❣❛r ❤ö❤❡r ❛❧s ♦❤♥❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❇❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s
❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤s ♠✉ss ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❉❛t❡♥str✉❦t✉r ❜❡❛❝❤t❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❦♦st❡t ✐♠ ❋❛❧❧
✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ③✉sät③❧✐❝❤ ❡♥♦r♠❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤✱ s♦❞❛ss ♠❛♥ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ✇❡✲
♥✐❣❡♥ ❈❧✉st❡r♥ ♥♦❝❤ ✈✐❡❧ ❙♣❡✐❝❤❡r ✈❡r❜r❛✉❝❤t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❉❛t❡♥str✉❦t✉r
❤❛t ❞❛s ▼♦❞❡❧❧✱ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❡r ❈❧✉st❡r❛♥③❛❤❧✱ ♥✐❝❤t s♦ ✈✐❡❧ ❙♣✐❡❧r❛✉♠✱ ✉♠
s✐❝❤ ❣❡♥ü❣❡♥❞ ❛♥③✉♣❛ss❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❤❛t ❡✐♥❡ st❛r❦❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❦♦♠♣❧❡①✐tät ③✉r
❋♦❧❣❡✱ ✇❛s ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉t❡♥❞ ♠✐t ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r❦♦♠♣❧❡①✐tät ✐st✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞❛s
▼♦❞❡❧❧ ❦❧❡✐♥ ✐st✱ ♠✉ss ♠❛♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ ❉❛t❡♥str✉❦t✉r ♠✐t❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥✳ ❩✉❞❡♠
❢❡❤❧❡♥ ❤✐❡r ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❢ür k = {64, 128}✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ③✉ ❣r♦ÿ s✐♥❞ ✉♥❞ ♥✐❝❤t s♦ ✈✐❡❧❡ ❈❧✉st❡r
❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✶✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ③✉r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✳ ❆✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
s✐♥❞ ✇✐❡❞❡r ③✇❡✐ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❖❜❡♥ ❞❛s ❢ür ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❙♦♥❛r ✉♥❞ ✉♥t❡♥ ❢ür
❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❉♦r♦t❤❡❛✳ ❉✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ä❤♥❡❧t s✐❝❤ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞❛s
❱❡r❢❛❤r❡♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❤✐❡r❜❡✐ ❦❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞
♠❛❝❤t✱ ♦❜ ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇✐r❞ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✳

●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❉✐❡ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✭s✳ ❆❜❜✳
✸✶✮ ③❡✐❣❡♥ ❡✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡s ❇✐❧❞ ✇✐❡ ❞✐❡ ❞❡s ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤s✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r s✐♥❞ ✈✐❡❧❡ ä❤♥✲
❧✐❝❤❡ ❲❡rt❡ ✈♦r❤❛♥❞❡♥✱ s♦❞❛ss ❡s s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❇❧✐❝❦ ③✇❛r ❧♦❤♥❡♥ ✇ür❞❡ ❞❛s
❱❡r❢❛❤r❡♥ ♠✐t ③✉sät③❧✐❝❤❡♠ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥③✉✇❡♥❞❡♥✱ ❛❜❡r ✉♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡s ❙♣❡✐✲
❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤s ❜r✐♥❣t ❡s ❦❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✳ ❊s ✐st ❤✐♥❣❡❣❡❣❡♥ s♦❣❛r ❛✉❢✇❡♥❞✐❣❡r ✉♥❞
✈✐❡❧ ✐♥t❡♥s✐✈❡r ✐♥ ❞❡r ❘❡❝❤❡♥③❡✐t✳ ❩✉♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤✿ ❞❛s ❇❡r❡❝❤♥❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ♦❤♥❡ ❈❧✉st❡✲
r✐♥❣ ❤❛t ✉♥❣❡❢ä❤r ✼ ▼✐♥✉t❡♥✱ ❞❛s ❇❡r❡❝❤♥❡♥ ✉♥t❡r ❉❇❙❈❆◆ ❤❛t ✸✹ ❙t✉♥❞❡♥ ❣❡❞❛✉❡rt✳

❊♥tr♦♣✐❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ❣✐❜t ❡s ❢ür ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ♥✉r ❞✐❡ ❊r✲
❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡s ❙♦♥❛r❞❛t❡♥s❛t③❡s✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t s✐♥❞✳ ❲✐❡ ❛✉❝❤ ❜❡✐
❞❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ ü❜❡r ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤✱ ✐st ❤✐❡r ❞❡✉t❧✐❝❤ ③✉ s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❡rt❡
❢ür ǫ ③✉ ❣r♦ÿ s✐♥❞✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❇❛❧❦❡♥ ✐♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ ♥✐❝❤t ✈♦r❤❛♥❞❡♥
s✐♥❞✳ ❍✐❡r s✐❡❤t ♠❛♥ ♠✐t ❆♥st✐❡❣ ✈♦♥ k ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡♥ ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡✱ ✇❛s ❞❛r❛♥
❧✐❡❣t✱ ❞❛ss ♠✐t ❡✐♥❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❈❧✉st❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥
❲❡rt❡ ❛♥st❡✐❣t✳ ❇❡✐ ❉❇❙❈❆◆ ✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❆♥③❛❤❧
❞❡r minpts✱ ❞❛ ❞❛❞✉r❝❤ ✇❡♥✐❣❡r ❈❧✉st❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t ✉♥❞ ♠❡❤r ❲❡rt❡ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❜❡✐ ❞❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ❉♦r♦t❤❡❛ ✐st ✐♠♠❡r ❣❧❡✐❝❤ ♥✉❧❧✱ ✇❡s✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✷✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✈♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③❡✐❣t✱
✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❣❡✇ä❤❧t❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❛✉s✇✐r❦t✳ ❉✐❡ ❤ö❝❤st❡
❊♥tr♦♣✐❡ ❡♥tst❡❤t ❜❡✐ ❞❡♠ ♥♦r♠❛❧❡♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st✳ ❯♥t❡r ③✉sät③❧✐❝❤❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥
k✲♠❡❛♥s st❡✐❣t ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ♠✐t ❣röÿ❡r ✇❡r❞❡♥❞❡♠ k ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛♥✳ ❇❡✐ ❉❇❙❈❆◆ s✐♥❞ ♥✉r
❞✐❡ ❲❡rt❡ ❢ür ǫ = 0, 001 ③✉ s❡❤❡♥✱ ❞❛ ❡s ❢ür ❞✐❡ r❡st❧✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ❦❡✐♥❡ ❛✉ss❛❣❡❦rä❢t✐❣❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❣✐❜t✱ ❞❛ ǫ ③✉ ❣r♦ÿ ✐st✳

✇❡❣❡♥ ❤✐❡r ❦❡✐♥ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t ✐st✳

❆♥③❛❤❧ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r ❉❛s ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡s❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞✐❡
❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ③✉ ♠❡ss❡♥✱ ✐st s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤ ③✉ ❞❡♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞
❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣✳ ❲✐❡ ❛♥❢❛♥❣s ❡r✇ä❤♥t✱ ❣✐❜t ❡s ❢ür ❜❡st✐♠♠t❡
❲❡rt❡ ✈♦♥ ǫ ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❲❡rt ♥❛❝❤ ❆♥✇❡♥❞❡♥ ❞❡s ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❉❛s ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ❛❜❡r ♥✉r
❛✉❢ ❞❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❙♦♥❛r✱ ❞❛ ❜❡✐ ❉♦r♦t❤❡❛ ❛❧❧❡ ❲❡rt❡ ❣❧❡✐❝❤ ✵✱✺ s✐♥❞ ✉♥❞ ❡s ❞❡s✇❡❣❡♥
❛✉❝❤ ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❲❡rt ❢ür ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❣✐❜t✳

✺✳✸✳✹ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❙♦✇♦❤❧ ❢ür ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♠✐t ❞❡r ❙❱▼ ✇✉r❞❡ ❞❡r
■♥s✐❣❤t ❉❛t❡♥s❛t③ ❛❧s ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❣❡♥✉t③t✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✷ ❡r✇ä❤♥t✱ ✈❡r❛♥✲
s❝❤❛✉❧✐❝❤❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ❉❡t❡❦t♦r❛✉s❧❛st✉♥❣ ❞❡s ❙tr❛ÿ❡♥❛❜s❝❤♥✐tts ✉♥❞
③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦r❜❡✐❢❛❤r❡♥❞❡r ❋❛❤r③❡✉❣❡ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❙❡♥s♦r✳ ❋ür ❞✐❡
❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❣❡tr❡♥♥t✱ s♦❞❛ss s✐❝❤ ❡✐♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ♠✐t ❞❡♥
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋❛❤r③❡✉❣❡ ❡r❣❛❜✳ ❉✐❡ ✉s♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ■❞❡❡
❤✐❡r ✇❛r✱ ❞❛ss ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③ s♦ ❜❡❛r❜❡✐t❡t ✇✐r❞✱ ❞❛ss ❡s ❛♠ ❊♥❞❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ❞✐❡ ③✉❦ü♥❢✲
t✐❣❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙❡♥s♦r❡♥ ✈♦r❤❡r③✉s❛❣❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❣❡st❛❧t❡t❡ s✐❝❤ ❛❜❡r ❛❧s
③✉ ❛✉❢✇❡♥❞✐❣✱ ❞❛ ✈✐❡❧❡ ❉❛t❡♥✱ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ❛✉s❣❡❢❛❧❧❡♥❡♥ ❙❡♥s♦r❡♥ ♦❞❡r ▼❡ss❢❡❤❧❡r♥✱
♥✐❝❤t ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✇❛r❡♥✳ ❆❧s ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❙❡♥s♦r ❛✉s❣❡s✉❝❤t✱ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤st ✇❡✲
♥✐❣ ▼❡ss❢❡❤❧❡r ✉♥❞ ❢❡❤❧❡♥❞❡ ❲❡rt❡ ❛✉❢③❡✐❣t❡✱ ✉♥❞ ❛❧s ▲❛❜❡❧ ❞❡❦❧❛r✐❡rt✳ ❉❛♠✐t ❜❡❦♦♠♠t
♠❛♥ ♥✉♥ ❡✐♥ ❱♦r❤❡rs❛❣❡♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡s❡♥ ❡✐♥❡♥ ❙❡♥s♦r ❢ür ❞❡♥ ❋❛❧❧✱ ❞❛ss ❡r ❛✉s❢❛❧❧❡♥
s♦❧❧t❡✳

❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❉❛t❡♥sät③❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❉✐❛❣r❛♠♠❡ s❡❤r ä❤♥❡❧♥✱ ✇✐r❞ ❤✐❡r
♥✉r ❞❡r ❉❛t❡♥s❛t③✱ ❞❡r ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❋❛❤r③❡✉❣❡ ❞❛rst❡❧❧t✱ ③✉r ❱❡r❛♥s❝❤❛✉✲
❧✐❝❤✉♥❣ ❣❡♥✉t③t✳ ❉✐❡ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❛♥❞❡r❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③❡s ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ③✉♠ ❚❡✐❧ ✐♠
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✸✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❍✐❡r s✐❡❤t ♠❛♥
❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❉✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞❡s ❈❧✉st❡r✐♥❣s s✐♥❞
❤✐❡r s❡❤r ❞❡✉t❧✐❝❤ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❇❡trä❣t ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ♦❤♥❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♥♦❝❤
✶✺✷✵✵ ❇②t❡✱ s♦ s✐♥❦t ❡r ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ k✲♠❡❛♥s r❛♣✐❞❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ♠❛①✐♠❛❧❡♥
❲❡rt ✈♦♥ ✷✵✵✵ ❇②t❡✳ ◆♦❝❤ ❞❡✉t❧✐❝❤❡r s✐❡❤t ♠❛♥ ❡s ❜❡✐ ❉❇❙❈❆◆ ✭r♦t❡ ❇❛❧❦❡♥✮✱ ❤✐❡r
❜❡trä❣t ❞❡r ❤ö❝❤st❡ ❱❡r❜r❛✉❝❤ ✶✻✹✱✽ ❇②t❡ ✉♥❞ ❜❡trä❣t s♦♠✐t ♥✉r ✶✱✵✽✹ ✪ ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥
❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✳

❆♥❤❛♥❣✳ ❩✉♠ ❚❡✐❧ ♥✉r ❞❡s❤❛❧❜✱ ❞❛ ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❢ür ❞✐❡ ❙❱▼ ♥✐❝❤t ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r
❇❡❛r❜❡✐t✉♥❣s③❡✐t ❢❡rt✐❣❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✳

❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❉❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤✱ ❞❡r ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✸✸ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✱ ✐st ✐♥ ❇②t❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❢ür k✲♠❡❛♥s✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür
❉❇❙❈❆◆ s♦♥st ③✉ ❣❡r✐♥❣ ❣❡✇❡s❡♥ ✇är❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❍ö❤❡ ❞❡s ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤s
❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✉r❞❡✱ ✐st ❞❡r ❡♥ts♣r❡✲
❝❤❡♥❞❡ ❇❛❧❦❡♥ ♥✐❝❤t ❦♦♠♣❧❡tt ✐♥ ❞❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❉❡r ❲❡rt ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s
❇❛❧❦❡♥s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞✐❡ ❍ö❤❡✱ ❛❧s♦ ✶✺✳✷✵✵❇②t❡✳ ❉❛s ✐st ♠❡❤r ❛❧s ❞❛s ❙✐❡❜❡♥❢❛❝❤❡ ✐♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♠ ❱❡r❜r❛✉❝❤ ✈♦♥ k✲♠❡❛♥s ♠✐t ❞❡♠ ❣röÿt❡♥ k✳ ❍✐❡r st❡✐❣t ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✲
✈❡r❜r❛✉❝❤ ♠✐t ❣röÿ❡r ✇❡r❞❡♥❞❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ k ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧ ❛♥✱ ❞❛ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r✱ ✇✐❡
✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷ ❣❡③❡✐❣t✱ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✉♠s♦rt✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❡r ❣röÿt❡ ❲❡rt ❞❡r ✉♥✲
t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❉❇❙❈❆◆ ③✉ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ✐st✱ ❧✐❡❣t ❜❡✐ ✶✻✹✱✽ ❇②t❡✳ ❍✐❡r s✐❡❤t ♠❛♥
❞❡✉t❧✐❝❤✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ♠❛♥ ❡✐♥s♣❛r❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥
❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳

◗✉❛❞r❛t✐s❝❤❡r ❋❡❤❧❡r ❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❆✉s ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✹ ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss
❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ♠✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡♥ ◗✉❛❞r❛t❡ ✭❧❡❛st sq✉❛r❡s✮ ❣❡s❝❤ät③t
✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ✇✐r❞ ❤✐❡r ♥✐❝❤t✱ ✇✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥s❛✉❢❣❛❜❡✱ ❞✐❡ ●❡✲
♥❛✉✐❣❦❡✐t ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❞❡r q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋❡❤❧❡r✱ ✇❛s ❞❡♠ ❲❡rt ❢ür 1−Accuracy

❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✹ ③❡✐❣t ❞❛s ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞❡♥ ❡rr❡❝❤♥❡t❡♥ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥
q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r ✐st ❞✐❡ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ s♦ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ✈✐❡❧❡
❙❝❤❧üss❡ ❛✉s ❞❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ ③✐❡❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❩✇❛r ✐st ❞❡r ❲❡rt ❜❡✐ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐✲
♦♥✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❜❡✐ k✲♠❡❛♥s✱ ♥✐❝❤t ❡①❛❦t ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❛❜❡r ❞❛s ③❡✐❣t ✇✐❡❞❡rr✉♠ ✇✐❡ ❦❧❡✐♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✹✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞❡♥ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❆✉❢✲
❣r✉♥❞ ❞❡r ③✉ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ♠✉sst❡ ❞❛s ❉✐❛❣r❛♠♠ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ♦❜❡✲
r❡♥ ❚❡✐❧ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❢ür ❞✐❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♠✐t
k✲♠❡❛♥s✳ ■♠ ✉♥t❡r❡♥ ❚❡✐❧ ✐st ❞❛s ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✉♥❞ ❉❇❙❈❆◆ ③✉ s❡❤❡♥✳
❍✐❡r ✐st ❞✐❡ ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ ③❡❤♥♠❛❧ s♦ ❣r♦ÿ ✇✐❡ ✐♠ ♦❜❡r❡♥ ❚❡✐❧✳ ❉❛r❛♥ s✐❡❤t ♠❛♥ ❛✉❝❤✱ ❞❛ss
❉❇❙❈❆◆ ❢ür ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♥✐❝❤t ❣❡❡✐❣♥❡t ✐st✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ③✉
❧✐❡❢❡r♥✳

❞✐❡ ❋❡❤❧❡r ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❉❇❙❈❆◆ s✐♥❞✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ✐st ③✉ ❡r✇ä❤♥❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ●r❛♣❤
✈♦♥ ❉❇❙❈❆◆ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ✐st✳ ❍✐❡r ✐st ❡s ❛❧s♦ ✇✐❝❤t✐❣✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❲❡rt❡
❢ür ǫ ❛✉s♣r♦❜✐❡rt ✉♥❞ ❦❡✐♥❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ●r❡❡❞②✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❜❡♥✉t③t✱ ✇❡❧❝❤❡r t❡r♠✐♥✐❡rt
s♦❜❛❧❞ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❢ür ❞❡♥ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r ❣röÿ❡r ✇❡r❞❡♥✳ ❲❛s ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞❛③✉
❢ü❤r❡♥ ✇ür❞❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❦❧❡✐♥st❡♥ ❲❡rt❡ ♥✐❝❤t ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠
✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✱ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❜❡ss❡r❡r ▲❡s❜❛r❦❡✐t✱ ♥✐❝❤t ❡✐♥❣❡tr❛❣❡♥✳ ❉✐❡s❡
✇❛r ❢❛st ✐♠♠❡r ❤ö❤❡r ❛❧s ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❇❛❧❦❡♥✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❞❡s ❉❛t❡♥✲
s❛t③❡s✱ ✐♥ ❞❡♠ ❡s ♦✛❡♥❜❛r ❡✐♥❡ s❡❤r ❤♦❤❡ ❱❛r✐❛♥③ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❣✐❜t✳ ❆✉s ❞❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠
❣❡❤t ❤❡r✈♦r✱ ❞❛ss ❞❡r ❋❡❤❧❡r✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❣❡❝❧✉st❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥✐❣❡s
❤ö❤❡r ✐st ❛❧s ♦❤♥❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳ ❉❛♠✐t ❧ässt s✐❝❤ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❜❡✐ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥
♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧ ✐st✱ ❞✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❛♥③✉✇❡♥❞❡♥✱ ❞❛ ❞❛❞✉r❝❤ ✈✐❡❧❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
✈❡r❧♦r❡♥ ❣❡❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✺✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❉❛s ❉✐❛❣r❛♠♠ ③❡✐❣t
❡✐♥❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥✳ ❇❡s♦♥❞❡rs ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♦❤♥❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ♠✐t ③✉sät③❧✐❝❤❡♠ ❉❇❙❈❆◆ s✐♥❞ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❡①tr❡♠
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✻✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥✳
❍✐❡r s✐❡❤t ♠❛♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❞❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞❛s ❈❧✉st❡r♥ ✈♦♥ ❲❡rt❡♥ ❡♥tst❡❤t✳
❉❡r ❜❧❛✉❡ ❇❛❧❦❡♥ ✐st ✉♥❣❡❢ä❤r ❛❝❤t♠❛❧ s♦ ❤♦❝❤ ✇✐❡ ❞❡r ❤ö❝❤st❡ ❇❛❧❦❡♥ ✈♦♥ k✲♠❡❛♥s✳
❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❲❡rt ✐♥ ❞❛s ❉✐❛❣r❛♠♠ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❆❜❡r ❛✉❝❤ s♦
❦❛♥♥ ♠❛♥ s❡❤❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ s❡❤r ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❉✐❡ ❦❧❡✐♥st❡♥
❲❡rt❡ ❧✐❡❢❡rt ❉❇❙❈❆◆✳ ❍✐❡r ❤ätt❡ ♠❛♥ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ♥♦❝❤ ❦❧❡✐♥❡r❡ ❲❡rt❡ ❢ür ǫ ✇ä❤❧❡♥
❦ö♥♥❡♥✱ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ ❆♥③❛❤❧ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r ❡♥tst❡❤t✳

❊♥tr♦♣✐❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❉✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✺ ✐st ä❤♥✲
❧✐❝❤ ❞❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❛♥❣✐❜t✱ ✇❡♥♥ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ♠✐t s♦
❞r❛st✐s❝❤❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r s✐❡❤t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❇❛❧❦❡♥ ❢ür ❞✐❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❧✐♥❡❛r❡
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❤ö❤❡r ✐st ❛❧s ✉♥t❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥✳ ❉✐❡ ❇❛❧❦❡♥ ❜❡✐ k✲♠❡❛♥s
st❡✐❣❡♥ ♠✐t ❣röÿ❡r ✇❡r❞❡♥❞❡♠ k ❛♥✳ ❉✐❡s ✇❛r ❛✉❝❤ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ❞❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡
✐♠♠❡r st❛r❦ ❞❡♠ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ä❤♥❡❧t✳

❆♥③❛❤❧ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r
✭s✳ ❆❜❜✳ ✸✻✮ ❜❡trä❣t ♦❤♥❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✾✺✵✳ ❯♥t❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ k✲♠❡❛♥s st❡✐❣❡♥ ❞✐❡
❲❡rt❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤ ❛♥ ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ k✳ ❉❇❙❈❆◆ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❤❛t ❡✐♥❡
s❡❤r ❣❡r✐♥❣❡ ❩❛❤❧ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❛s ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❞❛r❛♥ ❧✐❡❣t✱ ❞❛ss ❞❡r ❲❡rt
❢ür ǫ ③✉ ❣r♦ÿ ❣❡✇ä❤❧t ✇✉r❞❡✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✼✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡r ❙❱❘✳ ▼✐sst ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ♠✐t❤✐❧❢❡
❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡✱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ✈✐❡❧ ❦❧❡✐♥❡r❡ ❲❡rt❡ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ③✉sät③❧✐❝❤❡♥
❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥s✳

� � �� �� �� ���

�

����������	
�

�

���

���

���

���

���

���

	��

���


��

�
�
�
��
�
�
��
�
�	
�

�
��
��


��
�

���

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✽✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❞❡r ❙❱❘✳ ❇❡✐ ❣röÿ❡r ✇❡r❞❡♥❞❡♠
k ❧✐❡❢❡rt ❞❛s ❈❧✉st❡r♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡s ❘❡s✉❧t❛t ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ✉♥❣❡✲
❝❧✉st❡rt❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥✳ ❉❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✐st s♦❣❛r ♥♦❝❤ ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ❤ö❤❡r✳

✺✳✸✳✺ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❙❱❘

❉✐❡ ❙❱❘ ✐st ❡✐♥❡ ❙❱▼✱ ❞✐❡ ❢ür ▲❡r♥❛✉❢❣❛❜❡♥ ❞❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❡st✐♠♠t ✐st✳ ❉✐❡s❡ ❊①♣❡✲
r✐♠❡♥t❡ ✇✉r❞❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉❢ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❉❛t❡♥sät③❡♥ ✈♦♥ ■♥s✐❣❤t ❣❡♠❛❝❤t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s
s✐♥❞ ❤✐❡r ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♥✐❝❤t ❦♦♠♣❧❡tt✳ ◆❛❝❤ ❡✐♥❡r ❘❡❝❤❡♥③❡✐t ✈♦♥ ③✇❡✐ ❲♦❝❤❡♥ ✇✉r❞❡
❞❡r Pr♦③❡ss ❢ür ❞✐❡ ❙❱❘ ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t ❉❇❙❈❆◆ ❛❜❣❡❜r♦❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡✐✲
❞❡r ❉❛t❡♥sät③❡ s✐♥❞ s✐❝❤ s♦ ä❤♥❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❤✐❡r ♥✉r ❡✐♥❡r ❛✉❢❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✳ ➘❤♥❧✐❝❤
❞❡♥ ❉✐❛❣r❛♠♠❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙❱▼✱ ✇✐r❞ ❤✐❡r ♥✉r ❡✐♥❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✈♦♥ γ ✉♥❞ ❈✱ ♠✐t ❞❡♥
❲❡rt❡♥ γ = 0.001 ✉♥❞ C = 10✱ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❞❡♥ ❣❡r✐♥❣st❡♥ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥
❋❡❤❧❡r ❧✐❡❢❡rt✳ ❉❡r ❉❛t❡♥s❛t③ ♠✐t ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❉❡t❡❦t♦r❡♥❛✉s❧❛st✉♥❣ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤
✐♠ ❆♥❤❛♥❣✳

❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❙❱❘ ❉❛s ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✽ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t❡ ❉✐❛❣r❛♠♠ ③❡✐❣t ❞❡♥
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❙❱❘ ✉♥❞ ❞❡r ❙❱❘ ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✾✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❙❱❘✳
➘❤♥❧✐❝❤ ❞❡♠ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡✱ ✐st ❛✉❝❤ ❤✐❡r ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥
❜❡✐❞❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ◆❛❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥s ❜❧❡✐❜❡♥
✈✐❡❧ ✇❡♥✐❣❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡r ü❜r✐❣✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✵✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ❢ür ❞❡♥ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r ❞❡r ❙❱❘✳ ❍✐❡r s✐❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥
❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❣❡♥✉t③t❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥✳ ❖❤♥❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡s
❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥s ✐st ❞❡r ❋❡❤❧❡r✇❡rt ✈✐❡❧ ❦❧❡✐♥❡r✱ ❛❧s ♠✐t ❞❡♠ ❈❧✉st❡r✐♥❣✳

♠✐t k✲♠❡❛♥s✳ ❱❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥✱ ✇✐r❞✱ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡♥
❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❈❧✉st❡r♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ✈✐❡❧❡♥ ❈❧✉st❡r♥✱ ✇❡♥✐❣❡r ❛❧s ❞✐❡ ❍ä❧❢t❡ ❛♥ ❙♣❡✐❝❤❡r
✈❡r❜r❛✉❝❤t✳ ❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ♥✉r ❞✐❡ ❙♣❡✐❝❤❡r❦♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s✱ s❝❤❡✐♥t ❡s s✐❝❤
✈♦♥ ❱♦rt❡✐❧ ③✉ ❡r✇❡✐s❡♥✱ ③✉sät③❧✐❝❤ ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥③✉✇❡♥❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❣✐❧t ❞✐❡s ♥✉r
❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ k ❣✐❧t✳

◗✉❛❞r❛t✐s❝❤❡r ❋❡❤❧❡r ❙❱❘ ❩✐❡❤t ♠❛♥ ③✉r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❉✐❛❣r❛♠♠
❤✐♥③✉✱ ❞❛s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡rs ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ✭s✳ ❆❜❜✳ ✹✵✮✱ s♦ st❡❧❧t s✐❝❤
❤❡r❛✉s✱ ❞❛ss ❜❡✐ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥ ✈✐❡❧ ❤ö❤❡r❡r ❋❡❤❧❡r✇❡rt
❡♥tst❡❤t✱ ❛❧s ✇ür❞❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ❣❡❣❡♥ ❞❛s ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✳ ❉❡r ♥✐❡❞r✐❣st❡ ❋❡❤❧❡r✲
✇❡rt ❜❡✐ k✲♠❡❛♥s ❜❡trä❣t ✶✸✱✻✺✱ ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ❞❛③✉ st❡❤t ❡✐♥ ❋❡❤❧❡r✇❡rt ✈♦♥ ✹✱✺✺ ❜❡✐
❞❡r ❙❱❘✳ ❙❝❤♦♥ ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ❧ässt s✐❝❤ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss✱ ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥
❘❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❙❱❘ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❡✐❣♥❡t✱ ✉♠ ❞❛s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡
❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥③✉✇❡♥❞❡♥✳

✼✺



✺✳✸ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✺ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❊

�

����

����

����

����

����

� � � �� �� �� ���

�
�
�
��
�
�
��
�
�	
�

�
��
��


��
�
��

�

����������	�
������
	

������

��	
����	

�

���

����

����

����

����

����

����

� � �

�
�
�
��
�
�
��
�
�	
�

�
��
��


��
�
��

������

����������	�
�������

�	���
��
���

�	���
���������

�	��
��
���

�	��
���������

�	�
��
���

�	�
���������

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✶✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♠ ❆❜st❛♥❞ ✉♥❞ ▼❛♥❤❛tt❛♥✲❉✐st❛♥③✳ ❉❛s
❉✐❛❣r❛♠♠ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ❞❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇❡✐❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ▼❡tr✐❦❡♥✳ ❉❡r r❡❝❤t❡✱
❜❧❛✉❡ ❇❛❧❦❡♥ st❡❤t ❢ür ❞❡♥ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❆❜st❛♥❞ ✉♥❞ ❞❡r r♦t❡ ❇❛❧❦❡♥ ❢ür ❞✐❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥✲
❉✐st❛♥③✳ ❆❧❧❡s ✐♥ ❛❧❧❡♠ s✐♥❞ ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❆❜st❛♥❞s♠❛ÿ❡ ♥✐❝❤t s♦♥❞❡r❧✐❝❤
❣r♦ÿ✱ s♦❞❛ss ❡s ✐♠ ●r♦ÿ❡♥ ✉♥❞ ●❛♥③❡♥ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✱ ❢ür ✇❡❧❝❤❡s ❆❜st❛♥❞s♠❛ÿ ♠❛♥
s✐❝❤ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡t✳

❊♥tr♦♣✐❡ ✉♥❞ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❙❱❘ ❉✐❡ ❉✐❛❣r❛♠✲
♠❡ ❢ür ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✭s✳ ❆❜❜✳ ✸✼✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r ✭s✳ ❆❜❜✳
✸✾✮ ③❡✐❣❡♥ s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✳ ❇❡✐ ❜❡✐❞❡♥ ✐st ❞❡r ❲❡rt ♦❤♥❡ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❢❛st ✈✐❡r♠❛❧
s♦ ❤♦❝❤ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♠ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠✐t k✲♠❡❛♥s✳ ❖✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❤❛t ❞❛s ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥
❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❆rt❡♥ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ❲❡rt❡
✈♦♥ k ❣❡r✐♥❣❡r ✐st✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❈❧✉st❡r♥ ❣✐❜t ❡s ✈✐❡❧❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❲❡rt❡✱
❞✐❡ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❜❡r tr♦t③ ❞✐❡s❡r ❣✉t❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡ s♣r✐❝❤t ❞❡r ❜❡✲
r❡❝❤♥❡t❡ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❋❡❤❧❡r ❞❛❣❡❣❡♥✱ ❡✐♥❡ ❙❱▼ ❢ür ❞✐❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♠✐t ③✉sät③❧✐❝❤❡r
❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥s ③✉ ♥✉t③❡♥✳

✺✳✸✳✻ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♠ ❆❜st❛♥❞ ✉♥❞ ▼❛♥❤❛tt❛♥✲❉✐st❛♥③

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✶ ✇✐r❞ ❞❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞s♠❛ÿ❡♥ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡r ❆❜st❛♥❞
✉♥❞ ▼❛♥❤❛tt❛♥✲❉✐st❛♥③✱ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤s ✐♥ ❇②t❡✱ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t✳
❉✐❡s❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✇✉r❞❡ ♥✐❝❤t ❢ür ❛❧❧❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ❢ür ◆❛✐✲
✈❡ ❇❛②❡s✱ ❞❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❛❧❧❡ ä❤♥❡❧♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❱❡r❢❛❤✲
r❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ s❝❤♥❡❧❧ ✐st✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❜❧❛✉❡♥ ❇❛❧❦❡♥ ✐♠♠❡r ❞❡♥
❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❆❜st❛♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ r♦t❡♥ ❇❛❧❦❡♥ ❞✐❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥✲❉✐st❛♥③ ❞❛r✳ ❉✐❡ ❯♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❇❛❧❦❡♥ s✐♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ✉♥❞ ❡s s✐♥❞ ❛✉❝❤ ❦❛✉♠ ❆✉✛ä❧❧✐❣❦❡✐t❡♥ ③✉
❡r❦❡♥♥❡♥✳ ■♥s❣❡s❛♠t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥✲
❞✉♥❣ ❞❡s ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❆❜st❛♥❞s ✐♠♠❡r ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ❤ö❤❡r ✐st✳ ❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ❜❡trä❣t
♠❛①✐♠❛❧ ✻✺✱✻ ❇②t❡ ✉♥❞ ✐st s♦♠✐t s❡❤r ❦❧❡✐♥✳ ❆✉❢❣❡③❡✐❣t s✐♥❞ ❤✐❡r ❛✉❝❤ ♥✉r ❞✐❡ ❲❡rt❡
ǫ = {0, 001; 0, 01; 0, 1}✱ ❞❛ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❲❡rt❡ ③✉ ❣r♦ÿ ✇❛r❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥ ❛✉ss❛❣❡❦rä❢t✐❣❡s
❊r❣❡❜♥✐s ③✉ ❧✐❡❢❡r♥✳ ❆❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✇✉r❞❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❆❜st❛♥❞
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳

✼✻



✺ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❊ ✺✳✸ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡

�

��

��

��

��

��

��

��

	�


�

��� � �� ��� ���� �����

�
�
�
�
��
�
�

��������	�
�

���������	
��

���
����� ����
����� �����
����� ���������� ����������� ������������

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✷✿ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ❇ä✉♠❡♥ ❢ür k✲♠❡❛♥s ✉♥❞ ❉❇❙❈❆◆✳ ❉❛s
❉✐❛❣r❛♠♠ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ k✲♠❡❛♥s ✉♥❞ ❉❇❙❈❆◆✱ ✇♦❜❡✐
❡rst❡r❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣rü♥❡♥ ✉♥❞ ❧❡t③t❡r❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ r♦t❡♥ P✉♥❦t❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞✳ ❍✐❡r
✐st ❢ür ❥❡❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❡✐♥❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❇ä✉♠❡♥ ❛✉❢❣❡✲
③❡✐❣t✳ ▼✐t st❡✐❣❡♥❞❡r ❇❛✉♠❛♥③❛❤❧ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✉♥❞ ❢ür ❣❡✇✐ss❡
❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆❝❝✉r❛❝②✳

✺✳✸✳✼ ❆❝❝✉r❛❝② ✈❡rs✉s ❙♣❡✐❝❤❡r❜❡❞❛r❢

❊✐♥ s✐❝❤❡r❧✐❝❤ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡r P✉♥❦t ❜❡st❡❤t ✐♥ ❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t
❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✈❡r❤ä❧t✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❣❡✇✐ss❡ ❊✐♥❣❛❜❡♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r
▼❡t❤♦❞❡♥ ä♥❞❡rt✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✷ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥
❇ä✉♠❡ ❜❡✐ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❊s ✐st ❢ür k✲♠❡❛♥s ✉♥❞ ❉❇❙❈❆◆ ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❇ä✉♠❡ ❡✐♥❣❡tr❛❣❡♥✳ ❊s ❧ässt s✐❝❤ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ♠✐t st❡✐✲
❣❡♥❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❇ä✉♠❡ ❛✉❝❤ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❡r❤ö❤t✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✉♥❜❡❞✐♥❣t
❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡ss❡r ✇✐r❞✳ ❍❛t ♠❛♥ ❜❡✐ ✶✵✵ ❇ä✉♠❡♥ ✉♥❞ ❉❇❙❈❆◆ ③✳ ❇✳ ❡✐♥❡ ●❡✲
♥❛✉✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ✼✶✪ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✈♦♥ ✶✷ ❦❇✱ s♦ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❜❡✐ ✶✳✵✵✵
❇ä✉♠❡♥ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❛✉❢ ✶✳✹✸✺ ❦❇✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❆❝❝✉r❛❝② ♥✉r ✇❡♥✐❣ ❛✉❢ ✼✼✪
st❡✐❣t✳ ❇❡✐ k✲♠❡❛♥s s✐♥❞ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ■♥s❣❡s❛♠t ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤
❞✐❡ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❉❇❙❈❆◆ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❆❝❝✉r❛❝② ❤❛t
❛❧s k✲♠❡❛♥s✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✸ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ➘♥❞❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❈ ❜③✇✳ γ✳ ❆✉✛ä❧❧✐❣ ✐st✱ ❞❛ss
❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ✈♦♥ γ ❛❧s ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❈ ❜❡✐ ❉❇❙❈❆◆ ♦✛❡♥❜❛r ❦❡✐♥❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❤❛t✳
❍✐❡r s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❲❡rt❡✱ ✇❛s ❞✐❡ ❍ö❤❡ ❞❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❛♥❣❡❤t✱ ✉♥❣❡❢ä❤r ❣❧❡✐❝❤ ✈❡rt❡✐❧t✳
▲❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✐st ❜❡✐ ❡✐♥✐❣❡♥ P✉♥❦t❡♥ ❤ö❤❡r ❛❧s ❜❡✐ ❛♥❞❡r❡♥✱ ✇❛s ✈♦♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✸✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❢ür ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ✈♦♥ γ ✉♥❞ ❈ ✈♦♥ ❞❡r ❙❱▼✳
❉✐❡ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❛✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ γ ✉♥❞ ❈
❢ür ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ k✲♠❡❛♥s✳ ❆✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❢ür
❉❇❙❈❆◆✳ ❲✐❝❤t✐❣ s✐♥❞ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❋❛r❜❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❉✐❛❣r❛♠✲
♠❡✳

❞❡♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❲❡rt ❢ür ǫ ❛❜❤ä♥❣t✳ ❆✉❝❤ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ k✲♠❡❛♥s s❝❤❡✐♥t ❡s✱
❛❧s ❤ätt❡ ❞❛s γ ❦❡✐♥❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❲❡rt❡✳ ❉❛s ❡✐♥③✐❣ ❆✉✛❛❧❧❡♥❞❡ ✐st✱ ❞❛ss
s✐❝❤ ❛❧❧❡ ❲❡rt❡✱ ❜✐s ❛✉❢ ❈❂✶✱ ❛✉❢ ❞❡r ❳✲❆❝❤s❡ s❡❤r ❜r❡✐t ❣❡str❡✉t ❜❡✜♥❞❡♥✳

✺✳✸✳✽ Ü❜❡rs✐❝❤t ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥

❯♠ ❡✐♥❡ Ü❜❡rs✐❝❤t ③✉ ❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ✇♦ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ♠✐t
❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✹
③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳ ❩✉r ❜❡ss❡r❡♥ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✇✉r❞❡♥ ❍✐❧❢s❧✐♥✐❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❣t✱ ❞✐❡ ❞❛s ❉✐❛✲
❣r❛♠♠ ✐♥ ◗✉❛❞r❛♥t❡♥ ❡✐♥t❡✐❧❡♥✳ ●❡✇ü♥s❝❤t ✐st ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t s♦✇✐❡ ❡✐♥ ♥✐❡❞r✐❣❡r
❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤✳ ❉✐❡s❡s ✐st ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ❜❡❞✐♥❣t ❣❡❣❡❜❡♥✳ ●✉t❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡r③✐❡❧t ❞❛s
❱❡r❢❛❤r❡♥ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✱ ✇♦ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ✇❡♥✐❣ ❙♣❡✐❝❤❡r ✈❡r❜r❛✉❝❤t ✇✐r❞✱ ❞❛s ❣❡✲
❧❡r♥t❡ ▼♦❞❡❧❧ ❛❜❡r ❡✐♥❡ ❛❦③❡♣t❛❜❧❡ ❆❝❝✉r❛❝② ❤❛t✳ ❉❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❙❱▼ ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣
♠✐t ❉❇❙❈❆◆ ✐st ✇❡♥✐❣❡r ❣❡❡✐❣♥❡t✳ ❉✐❡s❡ ❲❡rt❡ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❢❛st ❛❧❧❡ ❛♠ ✉♥t❡r❡♥ ❘❛♥❞
❞❡s ❲❡rt❡s♣❡❦tr✉♠s✳

■♥s❣❡s❛♠t ✐st ❞✐❡s ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡✱ ❞❛ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥
❣r♦❜❡♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ü❜❡r ❞✐❡ ▲❛❣❡ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡❦♦♠♠t✳

✼✽
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✹✿ ❉✐❛❣r❛♠♠ ③✉♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ❙♦♥❛r✳ ❉✐❡s❡s ❛✉❢ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❇❧✐❝❦ ✉♥ü❜❡r✲
s✐❝❤t❧✐❝❤❡ ❉✐❛❣r❛♠♠ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❑❧❛ss✐✜❦❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ P✉♥❦✲
t❡ st❡❧❧❡♥ ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ❞❛r✱ ❞✐❡ ◗✉❛❞r❛t❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ✉♥❞ ❞✐❡ ❉r❡✐❡❝❦❡
s✐♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❙❱▼✳ ❉✐❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ s✐♥❞ ♦❤♥❡ ✉♥❞ ♠✐t ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ❞❡r ③✇❡✐
❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ k✲♠❡❛♥s ✉♥❞ ❉❇❙❈❆◆ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
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✻ ❩❯❙❆▼▼❊◆❋❆❙❙❯◆● ❯◆❉ ❆❯❙❇▲■❈❑

✻ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦

❉✐❡s❡s ❧❡t③t❡ ❑❛♣✐t❡❧ ❢❛sst ❞✐❡ ❆r❜❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✉s❛♠♠❡♥ ✉♥❞
❧✐❡❢❡rt ❡✐♥❡♥ ❆✉s❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ③✉❦ü♥❢t✐❣❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ■❞❡❡✳ ❩✉♥ä❝❤st
❡✐♥ ❘ü❝❦❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t✳

Ü❜❡r ❡✐♥❡ ❦✉r③❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞❛s ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t ❞❡s ♠❛s❝❤✐♥❡❧❧❡♥ ▲❡r♥❡♥s s♦✇✐❡ ❡✐✲
♥✐❣❡♥ ●r✉♥❞❜❡❣r✐✛❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▲❡r♥❛✉❢❣❛❜❡♥ ✉♥❞ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❣❡❜✐❡t❡
✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❆rt❡♥ ❞❡s ▲❡r♥❡♥s ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳
❍✐❡r❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ✉♥❞ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤✲
r❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❱❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡♥
✈✐❡r ü❜❡r✇❛❝❤t❡ ✉♥❞ ③✇❡✐ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥✱ ❛✉❝❤ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡♥❛♥♥t✳

■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ✇✉r❞❡ ③✉♥ä❝❤st ❡r❦❧ärt✱ ❞❛ss ❡s ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s P❛r❛♠❡t❡rr❛✉♠s ❡✐♥❡ ❧❛✲
t❡♥t❡ ❙tr✉❦t✉r ❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❞❛rst❡❧❧t✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ❢♦❧❣t❡ ❡✐♥❡
❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡♥ ❱♦r❣❡❤❡♥s✱ ✇❡❧❝❤❡s ❑❡r♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇❛r✳ ◆❛❝❤❞❡♠
♥✉♥ ❜❡❦❛♥♥t ✇❛r✱ ✇✐❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❡r ❧❛t❡♥t❡♥ ❙tr✉❦t✉r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡rr❛✉♠s
♥ä❤❡r♥ ❦❛♥♥✱ ✇✉r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆rt❡♥ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳
❉✐❡s❡s ✇❛r ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ③✉ ❣❡✇✐♥♥❡♥✱ ❞❛s ❯rs♣r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♠
❦♦♠♣r✐♠✐❡rt❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ✉♠
❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❢❡stst❡❧❧❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ü❜❡r✲
✇❛❝❤t❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✳ ❆❜❡r ❛✉❝❤ ❛♥❞❡r❡✱ s❝❤♦♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ❆♥sät③❡ ③✉r
❑♦♠♣r✐♠✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✉♥❞ ❦✉r③ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳

■♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ✇✉r❞❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❡s ♠✐t ❞❡♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞❡s Pr♦❣r❛♠♠s
❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ❦❡✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❣❛❜✱ ❞❛s ❱♦r❤❛❜❡♥ ✉♠③✉s❡t③❡♥✳ ❩✉♥ä❝❤st ❢♦❧❣t❡ ❡✐♥❡
❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❜❡♥öt✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✈♦r❤❛♥❞❡♥ s✐♥❞✳ ❆✉❢❣r✉♥❞
❞❡ss❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❡✐❣❡♥❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥
✇♦r❞❡♥✳ ■♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡♥ ✈✐❡r ♥❡✉❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❡rst❡❧❧t✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❞r❡✐ ❡✐♥❡♥
❣r♦ÿ❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❛♥ ❞❡r ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❤❛tt❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ✈✐❡rt❡ ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡
❞❡r ❊rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡r ▲♦❣❞❛t❡✐ ❛✉s❢ü❤rt❡✳

◆❛❝❤❞❡♠ ♥✉♥ ❛❧❧❡ ❱♦rr❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥ ❣❡s❝❤❛✛❡♥ ✇✉r❞❡♥✱ ❦♦♥♥t❡♥ ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✳ ❉✐❡s❡s ✇✉r❞❡ ✐♥
❑❛♣✐t❡❧ ✺ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❩✉ ❇❡❣✐♥♥ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡s❡ ✉♥❞ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❚❡✐❧❡ ❞❡s ❱♦r✲
❣❡❤❡♥s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❛r❛✉❢ ❢♦❧❣t❡ ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✉♥❞
❉❛t❡♥sät③❡✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ❣❡♥✉t③t ✇✉r❞❡♥✳ ■♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r
❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❣r❛✜s❝❤ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤t ✉♥❞ ❛♠ ❙❝❤❧✉ss ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ③✉s❛♠✲
♠❡♥❣❡❢❛sst✳

✻✳✶ ❋❛③✐t

■♥s❣❡s❛♠t ❧ässt s✐❝❤ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✶ ✉♥❞ ✸ ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡♥ ❩✐❡❧❡ ✇❡✐✲
t❡s❣❡❤❡♥❞ ❡rr❡✐❝❤t ✉♥❞ ❜❡stät✐❣t ✇✉r❞❡♥✳ ❊s ✇✉r❞❡♥ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥
✉♥t❡r ③✉sät③❧✐❝❤❡♠ ❈❧✉st❡r✐♥❣✱ ▼♦❞❡❧❧❡ ♠✐t ❛♥♥ä❤❡r♥❞ ❣❧❡✐❝❤❡r ♦❞❡r s♦❣❛r ❜❡ss❡r❡r ●üt❡
❡r③❡✉❣t✱ ❞✐❡ ✇❡♥✐❣❡r ❙♣❡✐❝❤❡r♣❧❛t③ ✈❡r❜r❛✉❝❤❡♥ ❛❧s ❞❛s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❯rs♣r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧✳

❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ✐st ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ s❡❤r ❞❡✉t❧✐❝❤

✽✶
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❣❡s✉♥❦❡♥✱ ✇❡♥♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡♥✉t③t ✇✉r❞❡✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✐st ❤✐❡r❜❡✐
❛✉❝❤ ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❣❡s✉♥❦❡♥✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ♠❛♥ ❛❜✇❡❣❡♥ ♠✉ss✱ ✇❡❧❝❤❡r ❊✛❡❦t stär❦❡r
③✉ ❜❡✇❡rt❡♥ ✐st✳ ❑❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞❛♠✐t ❛❜✜♥❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✉♠ ♠❡❤r ❛❧s
✷✵✪ s✐♥❦t✱ ❞❛♥♥ ✐st ❡s ❞❡♥❦❜❛r ❞✐❡s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛♥③✉✇❡♥❞❡♥✳ ❉❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ◆❛✐✈❡
❇❛②❡s ✐st ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ s❡❤r ❣✉t ❣❡❡✐❣♥❡t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡ ❞❡r ❍②♣♦t❤❡s❡
③✉ ❜❡stät✐❣❡♥✳ ❍✐❡r ❡r❣❛❜❡♥ ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❡✐♥❡ ❊✐♥s♣❛r✉♥❣ ❞❡s ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤s
✉♥❞✱ ✇❛s ♥♦❝❤ ✇✐❝❤t✐❣❡r ✐st✱ ❡✐♥❡ ❙t❡✐❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❱♦r❤❡rs❛❣❡❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s✳
❇❡s♦♥❞❡rs ❜❡✐ ❞❡♠ ❉❛t❡♥s❛t③ ❉♦r♦t❤❡❛ ✐st ❡✐♥❡ s❡❤r ❞❡✉t❧✐❝❤❡ ❙t❡✐❣❡r✉♥❣ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳
❍✐❡r ✐st ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❢❛st ✉♠ ✸✵✪ ❣❡st✐❡❣❡♥✳ ❆❜❡r ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡♠
❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③ ❙♦♥❛r ✐st ❡✐♥❡ ♠✐♥❞❡st❡♥s ä❤♥❧✐❝❤❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ③✉ ✈❡r③❡✐❝❤♥❡♥✳

❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❣✐❜t ❡s ❛✉❝❤ ❆✉s♥❛❤♠❡♥✳ ❙♦ ✐st ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ♥✐❝❤t ❣✉t
❣❡❡✐❣♥❡t✱ ✉♠ ③✉sät③❧✐❝❤ ❡✐♥ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❞❛r❛✉❢ ❛♥③✉✇❡♥❞❡♥✳ ❍✐❡r ❡r❣❛❜❡♥ s✐❝❤ ❦❛✉♠
❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ s♦✇♦❤❧ ✇❛s ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❜❡tr❛❢✳ ❚❡✐❧✇❡✐s❡ ✇❛r ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ s♦❣❛r ♥♦❝❤ ❤ö❤❡r✱ ♥❛❝❤❞❡♠
❲❡rt❡ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇✉r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ❧✐❡❣t ♥❛❤❡✱ ❞❛ss ❡s ❛♥ ❞❡r ❇❛✉♠str✉❦✲
t✉r ❧✐❡❣t✳ ❍✐❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ✈✐❡❧ s♦rt✐❡r❡♥ ♦❞❡r ❣❡s❝❤✐❝❦t ❛❜s♣❡✐❝❤❡r♥ ✭s✳ ❆❜s❝❤♥✐tt
✸✳✷✮ ✉♥❞ ♠✉ss ③✉sät③❧✐❝❤ ❞✐❡ ❉❛t❡♥str✉❦t✉r ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❤ö❤❡r❡♥
❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❦♦♠♠t✳ ❊✐♥ ❛♥❞❡r❡r ●r✉♥❞ ❦ö♥♥t❡ ❞✐❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡s
❱❡r❢❛❤r❡♥s ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r s❡✐♥✳ ❊✈❡♥t✉❡❧❧ ❜❡❦♦♠♠t ♠❛♥ ❛♥❞❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥
❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ♥✉t③t✳

❇❡✐ ❞❡r ▲❡r♥❛✉❢❣❛❜❡ ❞❡r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❧✐❡❢❡rt ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✐♥
❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t k✲♠❡❛♥s ❡✐♥❡♥ ❣✉t❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ③✉❣r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥
■❞❡❡✳ ■♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t ❉❇❙❈❆◆ s❝❤❡✐♥t ❡s ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t s♦ ❣✉t ❣❡❡✐❣♥❡t✳ ❩✇❛r ✐st ❞❡r
❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ❜❡✐ ❜❡✐❞❡♥ ❈❧✉st❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ♥✐❡❞r✐❣✱ ❜❡✐ ❉❇❙❈❆◆ ♥♦❝❤ ✈✐❡❧ ♥✐❡❞r✐❣❡r
❛❧s ❜❡✐ k✲♠❡❛♥s✱ ❛❜❡r ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❋❡❤❧❡r ❜❡✐ ❉❇❙❈❆◆ ✐st s❡❤r ✈✐❡❧ ❤ö❤❡r✳ ❙♦♠✐t ✐st
❡✐♥❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♠✐t ❉❇❙❈❆◆ ♥✐❝❤t ❡♠♣❢❡❤❧❡♥s✇❡rt✳ ❉❛s
❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞❡r ❙❱❘ ❧✐❡❢❡rt ❦❡✐♥❡ ❣✉t❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡ ❢ür ❞✐❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ■❞❡❡✳ ❍✐❡r ✇❡r❞❡♥
③✇❛r ▼♦❞❡❧❧❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❡r③❡✉❣t✱ ❥❡❞♦❝❤ ✐st ❞✐❡ ●üt❡ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s
✈✐❡❧ s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛❧s ❞✐❡ ❞❡s ❯rs♣r✉♥❣s♠♦❞❡❧❧s✳

❉✐❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ❣❡st❡❧❧t❡ ❋r❛❣❡✱ ✐♥✇✐❡✇❡✐t s✐❝❤ ❞❛s ❊✐♥❜❡③✐❡❤❡♥ ❞❡r ❙tüt③✲
✈❡❦t♦r❞❛t❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❙❱▼ ❛✉s✇✐r❦t✱ ❦♦♥♥t❡ ❛✉❝❤ ❜❡❛♥t✇♦rt❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r ❧ässt s✐❝❤
s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❇❡❛❝❤t❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ s❡❤r ✇✐❝❤t✐❣ ❢ür ❞❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r✈❡r❜r❛✉❝❤ ✐st✳ ❉✐❡s❡r
✐st ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r✱ ❞❛ ❡s ✈✐❡❧ ♠❡❤r ❲❡rt❡ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡♥ k ♥✐❝❤t s♦ ❤♦❝❤ ✐st✱ s♦ st❡✐❣t
s✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❣röÿ❡r❡♥ ❈❧✉st❡r❛♥③❛❤❧ s❝❤♥❡❧❧ ❛♥✳

■♥s❣❡s❛♠t ❤ätt❡ ♠❛♥ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❜❡✐ ❡✐♥✐❣❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❡✐♥ ❦❧❡✐♥❡r❡s ǫ ❢ür ❉❇❙❈❆◆
✇ä❤❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❛❜❡r ✇✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ✐st ❡s s❝❤✇✐❡r✐❣ ❞✐❡s❡♥ ❲❡rt ✈♦r❤❡r ③✉ ❜❡✲
st✐♠♠❡♥✱ ❞❛ ♠❛♥ ♥✐❝❤t ✇❡✐ÿ✱ ✇✐❡ ✇❡✐t ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❉❛t❡♥♣✉♥❦t❡ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❡♥t❢❡r♥t
❧✐❡❣❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ❥❡ ♥❛❝❤ ❉❛t❡♥s❛t③ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳

✽✷
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✻✳✷ ❆✉s❜❧✐❝❦

❯♥t❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ❤❡r✈♦r❣❡❜r❛❝❤t ❤❛t✱ ❜❧❡✐❜❡♥
❡✐♥✐❣❡ ❋r❛❣❡♥ ♦✛❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❦ö♥♥t❡♥ ✐♥ ✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t
✇❡r❞❡♥✳ ❆✉✛❛❧❧❡♥❞ ✇❛r ❞❛s s❡❤r ❣✉t❡ ❊r❣❡❜♥✐s ✈♦♥ ◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s✱ ❞❛s s✐❝❤ ✐♠ ❱♦r❤✐♥✲
❡✐♥ s♦ ♥✐❝❤t ❛♥❣❡❞❡✉t❡t ❤❛t✳ ❍✐❡r ✇är❡ ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❡✐♥❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ③✉
❢ü❤r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ●rü♥❞❡ ❤✐❡r ❛♥③✉❢ü❤r❡♥ s✐♥❞✳ ❊✈❡♥t✉❡❧❧ ❤ä♥❣t ❡s ♠✐t ❞❡r ❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r
❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ③✉s❛♠♠❡♥✳

❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❦ö♥♥t❡ ❡s ✐♥t❡r❡ss❛♥t s❡✐♥✱ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❢ür ǫ ❛✉s ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❜❡ss❡r ③✉
s❝❤ät③❡♥ ✉♥❞ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❦❧❡✐♥s❝❤r✐tt✐❣❡r ❛✉s③✉✇ä❤❧❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ s✐♥❞ s❡❤r st❛r❦ ✈♦♥
❞❡♠ ❲❡rt ✈♦♥ ǫ ❛❜❤ä♥❣✐❣✱ ✇❡s❤❛❧❜ s✐❝❤ ✈✐❡❧❧❡✐❝❤t ❡t✇❛s ❛♥❞❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡r❣❡❜❡♥✱
✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ ǫ ♥✐❝❤t s♦ st❛r❦ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ ❜③✇✳ ❜❡ss❡r ❛♥ ❞✐❡
❉❛t❡♥ ❛♥❣❡♣❛sst s✐♥❞✳

❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❢ür ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ♥❛tür❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❣❡✇ä❤❧t❡♥
■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥s ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r ❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❊✈❡♥t✉❡❧❧ ❧✐❡❢❡r♥ ❤✐❡r ❛♥❞❡r❡
❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❜❡ss❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r P✉♥❦t✱ ❞❡r
❞✐❡s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡tr✐✛t✱ ✐st ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥
▼❡t❤♦❞❡ ✉♥❞ ❞❡♠ Pr✉♥✐♥❣ ❡✐♥❡s ❇❛✉♠s✳ ❩✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ✇är❡✱ ♦❜ ❡s ③✉ ❡✐♥❡r ä❤♥❧✐❝❤❡♥
❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ❢ü❤rt ♦❞❡r ♦❜ ❡s ❣r♦ÿ❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❣✐❜t✳

❉❛ ❤✐❡r ♥✉r ③✇❡✐ ❉❛t❡♥sät③❡ ❢ür ❥❡❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❣❡t❡st❡t ✇✉r❞❡♥✱ ✇är❡ ❡s ♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡
✐♥t❡r❡ss❛♥t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❣röÿ❡r❡ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡ ❉❛t❡♥sät③❡ ❧✐❡❢❡r♥✳
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▲✐t❡r❛t✉r

❬✶❪ ◆✐❝♦ P✐❛t❦♦✇s❦✐✱ ❙❛♥❣❦②✉♥ ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❑❛t❤❛r✐♥❛ ▼♦r✐❦✳ ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ r❛♥❞♦♠
✜❡❧❞s✿ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱
✾✸✭✶✮✿✶✶✺✕✶✸✾✱ ✷✵✶✸✳

❬✷❪ ●ü♥t❤❡r ●ör③✳ ❍❛♥❞❜✉❝❤ ❞❡r ❦ü♥st❧✐❝❤❡♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥③✳ ❖❧❞❡♥❜♦✉r❣ ❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✸✳

❬✸❪ ❚✳ ❍❛st✐❡✱ ❘✳ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❛♥❞ ❏✳ ❍✳ ❋r✐❡❞♠❛♥✳ ❚❤❡ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✸✳

❬✹❪ ❊t❤❡♠ ❆❧♣❛②❞✐♥ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥❡ ▲✐♥❦❡✳ ▼❛s❝❤✐♥❡❧❧❡s ▲❡r♥❡♥✳ ❖❧❞❡♥❜♦✉r❣ ❱❡r❧❛❣✱
✷✵✵✽✳

❬✺❪ ❏♦r♠❛ ❘✐ss❛♥❡♥✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜② s❤♦rt❡st ❞❛t❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ✶✹✭✺✮✿✹✻✺✕
✹✼✶✱ ✶✾✼✽✳

❬✻❪ P❡t❡r ❉ ●rü♥✇❛❧❞✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ▼■❚ ♣r❡ss✱ ✷✵✵✼✳

❬✼❪ ❚❤♦♠❛s ▼ ❈♦✈❡r ❛♥❞ ❏♦② ❆ ❚❤♦♠❛s✳ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡②
✫ ❙♦♥s✱ ✶✾✾✶✳

❬✽❪ ❈❤r✐st✐❛♥ ❙❝❤❛✇❡❧ ❛♥❞ ❋❛❜✐❛♥ ❇✐❧❧✐♥❣✳ ❉✐❡ ❚♦♣ ✶✵✵ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❚♦♦❧s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✵✹✳

❬✾❪ ❚♦♠ ▼ ▼✐t❝❤❡❧❧✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ✶✾✾✼✳ ▼❝❣r❛✇✲❍✐❧❧ ❊❞✉❝❛t✐♦♥✳

❬✶✵❪ ❚❤♦♠❛s ●✳ ❉✐❡tt❡r✐❝❤✳ ❊♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ❋✐rst ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❈❧❛ss✐✜❡r ❙②st❡♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✺✱
✷✵✵✵✳

❬✶✶❪ ❏♦❤♥ ❘♦ss ◗✉✐♥❧❛♥✳ ❈✹✳ ✺✿ Pr♦❣r❛♠s ❢♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✳ ▼♦r❣❛♥ ❑❛✉❢♠❛♥♥✱
✶✾✾✸✳

❬✶✷❪ ▲❡♦♥❛r❞ ❆ ❇r❡s❧♦✇ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❲ ❆❤❛✳ ❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s✿ ❆ s✉r✈❡②✳ ❚❤❡
❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✷✭✵✶✮✿✶✕✹✵✱ ✶✾✾✼✳

❬✶✸❪ ❱❧❛❞✐♠✐r ◆ ❱❛♣♥✐❦✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♦r②✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ◆❡✇
❨♦r❦✱ ■♥❝✳✱ ✶✾✾✺✳

❬✶✹❪ ❈♦r✐♥♥❛ ❈♦rt❡s ❛♥❞ ❱❧❛❞✐♠✐r ❱❛♣♥✐❦✳ ❙✉♣♣♦rt✲✈❡❝t♦r ♥❡t✇♦r❦s✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱
✷✵✭✸✮✿✷✼✸✕✷✾✼✱ ✶✾✾✺✳

❬✶✺❪ ❏♦❤♥ ❙❤❛✇❡✲❚❛②❧♦r ❛♥❞ ◆❡❧❧♦ ❈r✐st✐❛♥✐♥✐✳ ❑❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣❛tt❡r♥ ❛♥❛❧②s✐s✳
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♣r❡ss✱ ✷✵✵✹✳
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❬✶✻❪ ❚❤♦♠❛s ❍♦❢♠❛♥♥✱ ❇❡r♥❤❛r❞ ❙❝❤ö❧❦♦♣❢✱ ❛♥❞ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❏ ❙♠♦❧❛✳ ❑❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞s
✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛♥♥❛❧s ♦❢ st❛t✐st✐❝s✱ ✸✻✭✸✮✿✶✶✼✶✕✶✷✷✵✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✼❪ ❈❛r❧ ❊❞✇❛r❞ ❘❛s♠✉ss❡♥✳ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❈✐t❡s❡❡r✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✽❪ ❆rt❤✉r P❛♣✳ ❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐st❤❡♦r✐❡✿ ❦r✐t✐s❝❤❡ Ü❜❡rs✐❝❤t ü❜❡r ❞✐❡ ♥❡✉❡st❡
❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♥ ❯❙❆ ✉♥❞ ❊♥❣❧❛♥❞✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✺✺✳

❬✶✾❪ ❈❤❛r❧❡s ❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇ ▼❝❈❛❧❧✉♠✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠
✜❡❧❞s✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❚r❡♥❞s➤ ✐♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✹✭✹✮✿✷✻✼✕✸✼✸✱ ✷✵✶✷✳

❬✷✵❪ ❉❛✈✐❞ ❏✳ ❍❛♥❞ ❛♥❞ ❑❡♠✐♥❣ ❨✉✳ ■❞✐♦t✬s ❜❛②❡s✿ ◆♦t s♦ st✉♣✐❞ ❛❢t❡r ❛❧❧❄ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ✴ ❘❡✈✉❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❙t❛t✐st✐q✉❡✱ ✻✾✭✸✮✿♣♣✳ ✸✽✺✕✸✾✽✱ ✷✵✵✶✳
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❬✷✼❪ ◗✉❛♥❣✲❆♥❤ ❚r❛♥✱ ◗✐❛♥✲▲✐ ❩❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ❳✐♥❣ ▲✐✳ ❘❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣♦rt
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❆ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✐♥ ❘❛♣✐❞♠✐♥❡r

◆❛♠❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❲♦ ③✉ ✜♥❞❡♥

❉❛t❡♥s❛t③ ❉❛t❡♥s❛t③ ❙❛♠♣❧❡s ✲ ❞❛t❛

r❡❛❞ ❈❙❱
❡①t❡r♥❡♥ ❉❛t❡♥s❛t③

✐♠♣♦rt✐❡r❡♥
■♠♣♦rt ✲ ❉❛t❛

▲✐♥❡❛r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✲ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❋✐tt✐♥❣

◆❛✐✈❡ ❇❛②❡s ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✲ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣

▲✐❜❙❱▼ ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✲ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r

▼♦❞❡❧❧✐♥❣
❙✉♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡ ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞

❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✲ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r
▼♦❞❡❧❧✐♥❣

❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✲ ❚r❡❡ ■♥❞✉❝t✐♦♥

❦✲▼❡❛♥s ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞
❙❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❉❇❙❈❆◆ ✉♥ü❜❡r✇❛❝❤t❡s ▲❡r♥✈❡r❢❛❤r❡♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞
❙❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❳✲❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❑r❡✉③✈❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✲ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥
❆♣♣❧② ▼♦❞❡❧ ●❡❧❡r♥t❡s ▼♦❞❡❧❧ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✲ ▼♦❞❡❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ▼✐sst ❞✐❡ P❡r❢♦r♠❛♥③ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✲ P❡r❢♦♠❛♥❝❡

▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ✲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

▼♦❞❡❧✷❉❛t❛
❲❛♥❞❡❧t ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧
✐♥ ❡✐♥ ❊①❛♠♣❧❡❙❡t ✉♠

P❛r❛♠❡t❡r ❙♣❛❝❡ ❚♦♦❧s

❉❛t❛✷▼♦❞❡❧
❲❛♥❞❡❧t ❡✐♥ ❊①❛♠♣❧❡❙❡t

✐♥ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧ ✉♠
P❛r❛♠❡t❡r ❙♣❛❝❡ ❚♦♦❧s

❈♦♠♣❧❡①✐t②
▼✐sst ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❡✐♥❡s

▼♦❞❡❧❧s
P❛r❛♠❡t❡r ❙♣❛❝❡ ❚♦♦❧s

▲♦❣P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ▲♦❣❣t ❞✐❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ P❛r❛♠❡t❡r ❙♣❛❝❡ ❚♦♦❧s

▲♦♦♣ P❛r❛♠❡t❡rs
■t❡r✐❡rt ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥

P❛r❛♠❡t❡r
Pr♦❝❡ss ❈♦♥tr♦❧ ✲ ▲♦♦♣

❙❛♠♣❧❡
❦❛♥♥ s♣❡③✐❡❧❧❡ ❉❛t❡♥

❛✉s✇ä❤❧❡♥
❉❛t❛ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ ❋✐❧t❡r✐♥❣

✲ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ✲ ❙❛♠♣❧❡
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