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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation und Hintergrund

Die Datenanalyse ist eine der &ltesten und wichtigsten Aufgaben der Informatik. Vor der
Analyse der Daten steht deren Erhebung. Dabei stellen wir fiir jedes Datum gewisse Merk-
male fest, wobei jedes Merkmal eine Dimension genannt wird. Dies kann zum Beispiel die
Hiufigkeit eines bestimmten Wortes innerhalb eines Textes sein. Inzwischen sind die Da-
tensétze allerdings hiufig so gro, dass konventionelle Algorithmen und Hardware nicht fiir
deren Analyse ausreichen. Nun gibt es zwei Moglichkeiten, die Datenmenge zu verkleinern:
Entweder wird die Anzahl der Daten verringert oder deren Dimension. Welcher Ansatz der
Richtige ist, hingt sowohl von der Anwendung als auch von der Datenmenge selbst ab.
Liegen beispielsweise wenige hochdimensionale Daten vor, ist eine Dimensionsreduktion
viel ergiebiger und sinnvoller als eine Verringerung der Anzahl der Daten. In beiden Fallen
ist es jedoch entscheidend, dass bestimmte Eigenschaften der Daten beibehalten werden.

Was diese Eigenschaften explizit sind, héngt dabei von der jeweiligen Anwendung ab.

Haufig (beispielsweise beim Clustering, der Nearest Neighbor Suche oder auch bei der
Regression) werden die Daten als Punkte im Raum interpretiert. Wird nun die Dimensi-
on der Datenpunkte reduziert, sollte ihr Abstand zueinander annihernd erhalten bleiben.
Der ,Abstand“ kann dabei auf unterschiedliche Art und Weise definiert werden. Am na-
heliegendsten ist die Verwendung der euklidischen Distanz, also die Linge der direkten
Verbindung zweier Punkte. Im Zweidimensionalem entspricht die euklidischer Distanz so-
mit der Luftlinie zwischen den entsprechenden Punkten.

Neben der euklidischen Distanz gibt es noch andere Abstandsdefinitionen, wie zum
Beispiel die so genannte Manhattan-Metrik: Der Name kommt daher, dass in Manhattan
die meisten Straffen horizontal oder vertikal verlaufen, das heifst eine diagonale und damit
direkte Bewegung von einem Punkt zu einem anderen ist nicht moglich. Im Zweidimensio-
nalem ergibt sich der Abstand zwischen zwei Punkten dementsprechend aus der Differenz

der horizontalen Komponenten plus der Differenz der vertikalen Komponenten.
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Ein weiteres Distanzmaf ist die Maximumsmetrik: Hierbei ist der Abstand zweier Punk-
te gleich dem Maximum der Differenz der einzelnen Komponenten. Bildlich gesehen, ist
die Distanz zweier Punkte bei der Maximumsmetrik die langste Strecke, die man in Man-
hattan gehen kann, ohne einen Richtungswechsel vorzunehmen oder von einer kiirzesten
Route abzukommen.

Das am h&ufigsten verwendete Abstandsmals ist die euklidische Distanz. Sie wird bei-
spielsweise bei der Clusteranalyse verwendet, bei der es darum geht, die Punkte des Da-
tensatzes in mehrere Gruppen mit dhnlichen Eigenschaften aufzuteilen. Punkte, die nah
beieinander liegen, sollen dabei der gleichen Gruppe zugeordnet werden. Da die Punkte des
reduzierten Datensatzes mdglichst zu den gleichen Gruppen gehoren sollten wie die ent-
sprechenden Originalpunkte, muss die Distanz zwischen ihnen bei der Datenverkleinerung
ungefihr erhalten bleiben. Je genauer diese Abstidnde beibehalten werden, desto héher ist
die Giite bzw. der Approximationsgrad der Datenreduktion.

Bisher wurde nur der Abstand zwischen den Punkten als Eigenschaft betrachtet, die bei
der Dimensionsreduktion erhalten bleiben soll. Bei bestimmten Anwendungen sind jedoch
ganz andere Kriterien entscheidend: Als Beispiel sei die lineare Regression genannt, bei der
die optimale Losung eines linearen Gleichungssystems gesucht wird. Die Punkte unseres
Datensatzes entsprechen dabei den Koeffizienten der Gleichungen. Ist das Gleichungssy-
stem zu grofs, um die optimale Losung direkt zu berechnen, kann entweder die Anzahl
der Gleichungen oder die Anzahl der Unbekannten reduziert werden. In beiden Fillen ist
es wichtig, dass das verkleinerte Gleichungssystem eine dhnliche optimale Losung hat wie
das urspriingliche Gleichungssystem. ,Ahnlich“ kann hier wieder auf verschiedene Weisen
definiert werden: Beispielsweise kann es darauf ankommen, dass der euklidische Abstand
der exakten und approximierten Losung méglichst klein sein soll. Alternativ kénnte man
auch hier zum Vergleich der beiden Lésungen die Manhattan-Metrik oder ein anderes Di-
stanzmafs verwenden.

Die beiden genannten Beispiele — das Clustering und die lineare Regression — zeigen,
dass die Eigenschaften, die bei dem verkleinerten Datensatz erhalten bleiben sollen, recht
unterschiedlich sein kénnen.

Im Rahmen dieser Arbeit betrachten wir Verfahren, die sich zur Dimensionsreduktion
von Punkten im Fuklidischen Raum eignen. Als mogliche Anwendung kommt somit die
bereits erwihnte Clusteranalyse in Frage oder beispielsweise auch die Nearest Neighbor Su-
che, bei der es darum geht, zu einem gegebenen Punkt den abstandsméafig ndchsten Punkt
des Datensatzes herauszufinden. Bei der Datenverkleinerung werden die d-dimensionalen
Punkte des Datensatzes auf Punkte im k-dimensionalen Raum abgebildet. Dieser Vorgang
wird als Einbettung bezeichnet, das benutzte Verfahren als Einbettungsverfahren. An die
Einbettungsverfahren werden dabei verschiedene Anforderungen gestellt: Die Dimension
der Einbettung sollte mdglichst klein sein, da die Laufzeit der nachfolgenden Algorithmen

auf den Daten hiufig stark von der Dimension abhéngt. Genauso wichtig ist es, dass auch
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die Einbettung selbst schnell berechnet werden kann. Um iiberhaupt einen Nutzen von der
Einbettung zu haben, ist es notwendig, dass die Einbettung die urspriinglichen Daten gut
reprisentiert. In unserem Fall bedeutet das, dass der euklidische Abstand aller Punkte-
paare anndhernd erhalten bleiben soll. Wie grof die Abweichung zu den Originaldaten ist,
wird dabei mit einer e-Schranke beschrieben: Der Abstand eines Punktepaares darf sich

beim Einbetten hochstens um den Faktor 1 + ¢ dndern.

Bei den in dieser Arbeit betrachteten Methoden handelt es sich stets um lineare Einbet-
tungen, d.h. die Transformation des Datensatzes lisst sich mit einer Matrix beschreiben.
Jeder d-dimensionale Vektor wird dabei mit einer (k x d)-Einbettungsmatrix multipliziert,
sodass sich eine Einbettung mit k-dimensionalen Vektoren ergibt. Die Einbettungsmatrix
ist dabei zumindest teilweise zuféllig aufgebaut und kann durch Verwendung entsprechen-
der Zufallsgeneratoren implizit abgespeichert werden. Die Voraussetzung fiir die implizite
Speicherung ist, dass die zufélligen Elemente nicht vollstdndig unabhingig voneinander
sind. Betrachtet man also eine hinreichend grofse Menge der zufilligen, aber nur beschriankt
unabhéngigen Elemente, so wird man bestimmte Muster oder Regelméfigkeiten feststellen.
Diese miissen jedoch in Kauf genommen werden, um die implizite Speicherung zu ermégli-
chen. Die implizite Speicherung ist ndmlich sehr wichtig, da die Einbettungsmatrix unter
Umsténden sogar grofer sein kann als die Datenmatrix selbst. Wie die Speicherung konkret
aussieht, hiingt von dem jeweiligen Einbettungsverfahren ab. Auch die Matrixmultiplikati-
on wird bei den besseren Verfahren implizit berechnet, indem beispielsweise die Nullen im

Eingabevektor oder besondere Eigenschaften der Einbettungsmatrix ausgenutzt werden.

Wir betrachten vor allem diinn besetzte Eingabedaten, das heiflt, dass die meisten
Merkmale eines Datums gleich null sind. Eine diinn besetzte Datenmenge erhédlt man zum
Beispiel, wenn man sich die Worthaufigkeit in verschiedenen Texten anschaut: Jedes Da-
tum reprisentiert dabei einen Text und jedes Merkmal ein bestimmtes Wort. Sind die
Texte sehr unterschiedlich und moglicherweise auch noch sehr kurz, kommt nur ein ge-
ringer Anteil aller Worter in einem Text vor. Ein Datum enthélt somit sehr viele Nullen.
Hiufig konnen Operationen in der linearen Algebra schneller durchgefiihrt werden, wenn
diinn besetzte Vektoren und Matrizen genutzt werden konnen. Es gibt Einbettungen, die
die vielen Nullen eines Datums ausnutzen und so ein erhebliche bessere Laufzeit als kon-
ventionelle Verfahren haben, die eine Null wie jede andere Zahl interpretieren. Bestimmte
Verfahren verwenden selbst diinn besetzte Matrizen, um die Eingabedaten einzubetten.
Solche Einbettungsverfahren haben jedoch die Tendenz, Fingabevektoren mit sehr vielen
Nullen stark zu verzerren und im Extremfall auf den 0-Vektor abzubilden. Daher kann es
bei Verfahren, die diinn besetzten Matrizen im Rahmen einer Dimensionreduktion verwen-

den, einen Tradeoff zwischen Geschwindigkeit und Zieldimension geben.
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1.2 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit besteht im Wesentlichen aus zwei Teilen: Im ersten Teil werden verschiede-
ne Einbettungsverfahren vorgestellt, die dann im zweiten Teil experimentell untersucht

werden. Konkret geht es um die folgenden Fragestelllungen:

e In vielen Publikationen wird nur das asymptotische Wachstum der Zieldimension
bewiesen, nicht aber, welcher konstante Faktor dahinter steckt. Um die Einbettungs-
verfahren experimentell besser analysieren und vergleichen zu kénnen, wird zunichst
in einem Experiment diese Konstante bestimmt. Zwar lasst sich diese auch theoretisch
berechnen, allerdings ist dies meist mit sehr groféziigigen Abschétzungen verbunden.

Das empirische Vorgehen liefert daher fiir die Praxis genauere Werte.

e Welches Verfahren hat bei gegebenen Approximationsgrad die beste Laufzeit? Da
auch Verfahren untersucht werden, die die diinne Besetzung der Eingabe explizit
ausnutzen, wird auch die Anzahl der Nicht-Null-Eintrdge variiert. Aufserdem wird
die Frage beantwortet, ab welcher Anzahl diese Verfahren den besten konventionellen

Verfahren iiberlegen sind.

e In manchen Anwendungen kann es wichtig sein, die Dimension der Datenpunkte
moglichst stark zu reduzieren. Hierzu wird verglichen, welche Epsilon-Schranke die
einzelnen Verfahren bei konstantem Speicherverbrauch bzw. konstanter Zieldimensi-

on einhalten.

e Finige Verfahren erfordern in der Theorie vollstindige Unabhangigkeit, die allerdings
nur mit hohem Rechenaufwand und Speicherbedarf erreicht werden kann. Wie stark

weicht das Ergebnis bei verschiedenen Unabhingigkeitsgraden vom Sollwert ab?

e Gibt es Anwendungsszenarien bei denen eine Verkettung verschiedener Einbettungs-
verfahren lohnenswert ist? Vorstellbar wire zum Beispiel zunéchst ein schnelles Ver-
fahren anzuwenden, welches aber keine hinreichend grofe Dimensionsreduktion zu-
lasst. Anschliefend wird das Ergebnis von einen anderen Verfahren eingebettet, das
zwar langsamer ist, aber die Dimension nochmals reduzieren kann. Die hohe Laufzeit
des zuletzt angewandten Verfahren wiirde aber nicht besonders stark ins Gewicht

fallen, da bereits das erste Verfahren die Dimension wesentlich reduziert hat.



Kapitel 2

Theoretischer Teil

In diesem Kapitel wird die nétige Theorie erklért, die zum Verstindnis der Versuche im ex-
perimentellen Teil erforderlich ist. Zunéchst wird dabei das Johnson-Lindenstrauss-Lemma
erklart, das einen zentralen Satz beim Thema Einbettungen darstellt. Anschliekend werden
die verschiedenen Einbettungsverfahren vorgestellt, die im zweiten Teil experimentell un-
tersucht werden. Am Ende dieses Kapitels geht es um das Erstellen von Zufallszahlenfolgen

mit wahlfreien Zugriff auf beliebige Elemente, die alle vorgestellten Verfahren bendtigen.

2.1 Notation

Im Folgenden sollen kurz die verwendeten Variablen und Symbole sowie ihre Bedeutung
vorgestellt werden. Mit z; wird i-te Eintrag des Vektors x bezeichnet. ||x||2 sei die euklidi-
sche Lénge von x, das heifit |z||z = 4/ 2?:1 x7, wobei d fiir die Anzahl der Dimensionen von
x steht. Die Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis m wird mit [m] notiert. Der Daten-
satz, der analysiert werden soll, besteht aus n Punkten bzw. Vektoren im d-dimensionalen
Raum. Die Menge aller Punkte bzw. Vektoren wird dabei mit N bezeichnet. Jeder Vektor
enthélt genau s Nicht-Null-Eintrége; falls d = s gilt, sind die Vektoren also voll besetzt.
Die Einbettungsfunktion 7 : R¢ — R* bildet jeden Vektor des Datensatzes auf einen

k-dimensionalen Vektor ab.

2.2 Johnson-Lindenstrauss-Lemma

Bei dem Johnson-Lindenstrauss-Lemma handelt es sich um einen sehr wichtigen Satz in
der Theorie der Einbettungen, da es beweist, dass iiberhaupt Einbettungen mit den ge-
wiinschten Eigenschaften existieren. Das Lemma wurde bereits 1984 von Johnson und

Lindenstrauss bewiesen und besagt formal Folgendes [9]:
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2.2.1 Satz. Gegeben sei eine Menge N von n Punkten in R, ein festes € > 0 und eine
hinreichend grof gewdhlte Konstante ¢. Dann existiert eine Einbettung m : R* — R* mit

k =c-lnn/e? < d, sodass mit einer Wahrscheinlichkeit von % fiir alle Punkte p,q € N gilt:

(1=6fp—ql2 < [m(p) = (@2 < L+ &)lp — g2

Bemerkenswert ist, dass die Anzahl der Dimensionen der eingebetteten Vektoren un-
abhéangig von der urspriinglichen Dimension ist. Im Folgenden werden nun verschiedene
Einbettungen vorgestellt, die im zweiten Teil dieser Arbeit experimentell untersucht wer-
den. Dabei bezeichnet n stets die Anzahl der Datenpunkte, d deren Dimension und k die

Dimension der eingebetteten Daten. Die Menge aller urspriinglichen Punkte sei V.

2.3 Dimensionsreduktion mit Rademachermatrizen

Beim einfachsten Einbettungsverfahren (Achilioptas [1]) wird zur Einbettung eine (k x
d)-Rademacher-Matrix R verwendet. Die Eintrége sind unabhingige Zufallsvariablen, die
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 gleich +1 und mit Wahrscheinlichkeit 1/2 gleich -1 sind. Die

Einbettung eines Punktes p ist dann

1
7r(p)=ﬁ-R-p

Die Variable k wird dabei folgendermafien gewihlt:

2.3.1 Theorem. Seien die Fingabeparameter B,e > 0 gegeben. Dann sei

4426
k> g
€2/2 —e3/3

Mit Wahrscheinlichkeit 1 —n =P gilt fir alle Punkte p,q € N:

Inn

(1=e)lp—4qlz2 < |r{p) = m(@)2 < (1 +€)|p —ql2

Bei den Zufallsvariablen der Rademacher-Matrix R reicht dabei eine vierfache unab-
héngig aus [4]. Dies ist fiir die praktische Umsetzung von hoher Bedeutung, da nur bei be-
schrankter Unabhéngigkeit die Einbettungsmatrix implizit gespeichert werden kann. Wie
die implizite Speicherung von Zufallsvariablen realisiert werden kann, wird im Abschnitt
2.7 ndher erldutert. Durch die beschréankte Unabhéngigkeit konnen die einzelnen Elemente
der Rademacher-Matrix in konstanter Zeit berechnet werden. Fiir die Einbettung eines
Vektores ergibt sich somit eine Laufzeit von O(d - k).

Es ist moglich, zufillig 2/3 der Eintrdge von R auf null zu setzen, ohne dafiir ,als
Ausgleich” k oder € erh6hen zu miissen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Elemente

von R ist dann gleich:

+1, mit Wahrscheinlichkeit 1/6
Tij = 0, mit Wahrscheinlichkeit 2/3
—1, mit Wahrscheinlichkeit 1/6
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Da R nun weniger +1 bzw. —1 enthélt, verdndert sich die Abbildungsgleichung zu

7T(Z?)=\/§R-p

Nutzt man bei der Berechnung die Nullen der Einbettungsmatrix explizit aus (indem die
jeweilige Multiplikation nicht durchgefiihrt wird), verringert sich die Laufzeit um einen

konstanten Faktor.

2.4 Schnelle Johnson-Lindenstrauss Transformation (SRHT)

Wenn man iiberlegt, wie man die Anzahl der Nullen in der Einbettungsmatrix weiter ver-
ringern kann, kommt man méglicherweise zu der Idee einfach k zufillige Eintrige eines
Eingabevektors auswdhlen, die dann den eingebetteten Vektor bilden. Bei sehr diinn be-
setzten Daten scheitert diese Methode jedoch:

2.4.1 Gegenbeispiel. Angenommen der d-dimensionale Eingabevektor p hat lediglich
einen Nicht-Null-Eintrag mit dem Wert c¢. Wird dieses Element bei der Einbettung nicht
ausgewdhlt, so hat der eingebettete Vektor 7(p) die Linge 0. Enthélt der Datensatz den
Nullvektor 0, der bei allen linearen Abbildung auf sich selbst abgebildet wird, so wird fiir
jedes € < 1 die Ungleichung

(1 =)llp = alz < [l7(p) = 7(0)]2 (2.1)
S (1—€-¢c<0 (2.2)

des Johnson-Lindenstrauss-Lemmas verletzt. Die Ungleichung 2.1 ist nur dann korrekt,
wenn der Wert ¢ des Eingabevektors auch im eingebetteten Vektor vorhanden ist. Da k
Eintrége des d-dimensionalen Vektors ausgewéhlt werden, betragt die Wahrscheinlichkeit
einen bestimmten Eintrag auszuwéhlen k/d. Im Johnson-Lindenstrauss-Lemma wird jedoch
gefordert, dass die Ungleichung 2.1 mit einer Wahrscheinlichkeit von 2/3 erfiillt wird. Damit
k/d gleich 2/3 ist, muss als Zieldimension k der Wert %d gewidhlt werden. Allerdings héngt
dann die Zieldimension k linear von d ab; die gewiinschte Eigenschaft fiir Einbettungen war
aber, dass k unabhéngig von d ist. Das einfache Auswéhlen von k Eintrigen bei beliebigen

Datensétzen ist somit kein sinnvolles Einbettungsverfahren. ]

Trotzdem bildet diese Methode die Grundidee der schnellen Johnson-Lindenstrauss
Transformation, kurz FJLT (engl. Fast Johnson-Lindenstrauss Transform) |2| und deren
Weiterentwicklung der SRHT (engl. Subsampled Randomized Hadamard Transform) [14].
Damit das gerade beschriebene Problem nicht auftritt, werden bei der SRHT die Elemente
des Eingabevektors zunichst miteinander ,verwischt, sodass der Vektor héchst wahrschein-
lich keine Nullen mehr enthilt. Danach ist es unproblematisch, k& Eintrige fiir den einge-
betteten Vektor auszuwihlen. Bei dem ,Verwischen“ handelt es sich um eine Art Fourier-

Transformation. Diese kann (&hnlich wie bei der schnellen Fourier-Transformation) durch
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einen Teile-und-Herrsche-Algorithmus (Divide and Conquer) effizient berechnet werden.
Insbesondere geht beim ,Verwischen“ keine Information verloren — ein erneutes Anwen-
den der Transformation liefert wieder die urspriinglichen Daten.

Das folgende Theorem beschreibt die Berechnung der SRHT:

2.4.2 Theorem. Gegeben sei eine Menge N von Vektoren im R%, € < 1 und eine hinrei-
chend grof$ gewdhlte Konstante c. Es wird im folgenden angenommen, dass d eine Zweier-
potenz ist. Sollte dies nicht der Fall sein, werden die Vektoren implizit mit Nullen aufgefillt.

Die Dimension der eingebetteten Vektoren ist dann

c-Inn

k= 2

€

Die Einbettung eines Vektors p berechnet sich durch w(p) = P-H - D - p:

o P ist eine (k x d)-Matriz. In jeder Zeile steht genau eine Eins, wobei die Positionen

der Einsen unabhdngig voneinander gewdhlt werden.
e H ist eine (d x d)-Hadamard-Matriz. Es gilt:
Hy; = (=) 1D
Dabei ist {x,y) das Skalarprodukt von x und y in Bindrdarstellung.

e D ist eine (dxd)-Diagonal-Matriz. Jedes Element der Hauptdiagonalen ist mit Wahr-
scheinlichkeit 1/2 gleich +1 und mit Wahrscheinlichkeit 1/2 gleich -1. Alle anderen
Eintrdge sind gleich null.

Die Multiplikation D-p benétigt O(d) Zeit, da D eine Diagonalmatrix ist. Mit Hilfe der
Walsh-Hadamard-Transformation lasst sich die Multiplikation mit H in O(dlogd) Opera-
tionen berechnen. Dabei handelt es sich um einen Teile-und-Herrsche-Algorithmus (Divide

and Conquer), bei der eine besondere Eigenschaft der Hadamard-Matrix ausgenutzt wird

|7]:
Sei H, eine (¢ x ¢)-Hadamard-Matrix. Dann gilt:

Hq — [HQ/2 HQ/2 ]
Hopp —Hgpo

Die Multiplikation H - Dz ist somit gleich

[qu Hypo ] | [DM]
Hq/2 —Hq/2 D$2

wobel mit Dz die obere und mit Dxo die untere Halfte von Dx bezeichnet wird.

[Hq/2 Hy ] . [Dm] _ [Hq/QD:z:l + Hq/QD:cQ]
Hq/2 —Hq/2 D.ZUQ Hq/QDxl — Hq/QDI'Q
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Es reicht also aus, die Produkte H /- Dzy und H o - Dxg jeweils nur einmal zu berechnen.
Fiir deren Berechnung wird der gerade beschriebene Rekursionsschritt erneut angewandst.

Wenn g = 1 ist, wird die Rekursion abgebrochen:
Hy-Dx = Dx

Als Laufzeit ergibt sich beim Rekursionsschritt 7'(d) = 2% T'(d/2) + O(d) und beim Rekur-
sionsabbruch 7'(1) = 1. Daraus folgt, dass T'(d) € O(dlogd) ist.

Schlieblich fehlt noch die Multiplikation mit P. Werden von P die Positionen der Nicht-
Null-Eintrége gespeichert, ist eine Laufzeit von O(k) moglich. Die Gesamtlaufzeit betragt
somit O(dlogd + k).

2.5 Diinn besetzte Einbettungsmatrizen (CW)

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass es nicht ausreicht lediglich &k zuféllige Elemente
des Eingabevektors auszuwéhlen: Bei diinn besetzten Daten kdnnte es sonst vorkommen,
dass entscheidende Eintrége nicht beriicksichtigt werden. Das Einbettungsverfahren von
Clarkson und Woodruff [5] liest jeden Eintrag der Eingabe und addiert und subtrahiert ihn
auf einen zufilligen Eintrag der Einbettung. Die (k x d)-Einbettungsmatrix S enthélt somit
in jeder Spalte an genau einer zufilligen Position entweder eine —1 (mit Wahrscheinlich
1/2) oder +1 (mit Wahrscheinlich 1/2). Die Einbettung eines Vektors p ist dann gleich
m(p) = S p.

In der Publikation von Clarkson und Woodruff werden jedoch andere Giitekriterien
betrachtet, die sich unter anderem auf lineare Regression beziehen. In wie weit bei Anwen-
dung des Verfahrens auch der paarweise Abstand beibehalten wird, werden die experimen-
tellen Analysen zeigen. Ebenso wird untersucht, wie k zur Einhaltung einer bestimmten

e-Schranke gewahlt werden muss.

2.6 Kane und Nelson (KN)

Alle bisher beschriebenen Verfahren nutzen die diinne Besetzung der Eingabe nicht ex-
plizit aus. Es ist natiirlich moglich, die Algorithmen effizient zu gestalten, indem nur die
Nicht-Null-Eintrige verarbeitet werden. Es gibt aber auch Verfahren, die speziell fiir diinn
besetzte Eingabevektoren entwickelt wurden.

Das Einbettungsverfahren von Kane und Nelson [10] bildet jeden Nicht-Null-Eintrag des
Eingabevektors auf genau b Elemente des Ausgabevektors ab. Dazu wird der Ausgabevektor
vorab in b Bereiche unterteilt, die jeweils aus k/b Elementen bestehen. Wenn nun ein
Eintrag p; eines Eingabevektors p eingebettet wird, wird von jedem der b Bereiche genau ein
Eintrag ausgewihlt, auf dem dann der Wert p; addiert und subtrahiert wird. Die Abbildung

2.1 veranschaulicht das Vorgehen.
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Abbildung 2.1: Einbettungsverfahren von Kane und Nelson [10]. Jede Eintrag p; des Eingabe-
vektors wird hier auf b = 4 Bereiche der Einbettung projiziert. Dabei wird p; auf genau einen der

k/b = 3 moglichen Eintrige eines jeden Bereichs addiert oder von diesem subtrahiert.

Formal ist die Einbettung auf folgende Weise definiert:

2.6.1 Theorem. Gegeben seien eine Menge N von n Vektoren im R%, e < 1, § < 1/2 und

eine hinreichend groff gewdhlte Konstante C'. Fiir die Zieldimension k gilt dann:

> C-lnn-1In(1/9)

k 2

€
Sei b = M eine ganze Zahl, sodass k durch b teilbar ist. Man wdhle nun zwei
Hashfunktionen o : [d] x [b] — {=1,+1} und h : [d] x [b] — [k/b], wobei o minde-
stens 21n(1/0)-fache Unabhdngigkeit ausweisen muss und h eine Unabhangigkeit vom Grad
O(In(d/d)) benétigt. Des Weiteren sollte es fiir jedes feste i € [d] und jedes feste r € [b]
nur ein j € [k/b] geben, sodass h(i,r) = j ist.

Die Einbettung eines Vektors p berechnet sich dann durch die Formel

1 n
T(P)rk s = — ) L —y0 (i 7)pi
RN i=1
Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — 6 gilt fiir alle Fingabevektoren p,qe N:

(1=e)lp—dql2 < |r(p) = m(@)2 < (L +e)|lp — ql2

2.7 Zufallszahlenfolgen

Fiir alle erwdhnten Verfahren werden Zufallszahlen einer bestimmten Unabhingigkeit be-
notigt. Da die Einbettungsmatrix meist sogar grofer ist als der Datensatz selbst, kommt
eine explizite Speicherung nicht in Frage. Von daher miissen die Zufallsvariablen implizit
gespeichert: Méchte man den Wert eines bestimmten Eintrags in der Einbettungsmatrix
wissen, so wird eine (vom verwendeten Verfahren abhingige) Formel ausgewertet.

Es gibt zahlreiche Zufallsgeneratoren, die dies bewerkstelligen. Das BCH-Verfahren [3]
ist dabei von der Laufzeit her eines der schnellsten Generatoren [13], von daher verwende

ich BCH auch in meiner Implementierung.
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Um (2k + 1)-fach unabhéngige Zufallsvariablen zu erzeugen, wird ein zufélliger Seed-
Vektor S = [sg, So, ..., Sk—1] verwendet, wobei sp ein Bit grof ist und jedes S; aus n Bits
besteht. Der i-te Wert der Zufallszahlenfolge wird dann durch folgende Funktion berechnet:

f(S,i)=8-[1,i,...,i%* 1]

Dabei wird das Skalarprodukt iiber dem Koérper Z/27Z berechnet und die Potenzen von i
iiber der Korpererweiterung GF(2™). Als Ergebnis erhdlt man somit den Wert 0 oder 1.
Auf diese Weise kann eine Folge von 2™ Zufallsvariablen erzeugt werden. Reichen 2k-fach
unabhéngige Zufallszahlen aus, kann das Bit sy weggelassen werden.

Bei einer gewthnlichen Implementierung wahlt man fiir n den Wert 32: Die Potenzen
kénnen dann auf folgende Weise berechnet werden: ¢ wird in ein 64-bit langes Wort ge-
schrieben und anschliefend mit sich selbst multipliziert. Von dem Ergebnis werden nur
die unteren 32 Bits behalten. Anschliefsend wird erneut mit ¢ multipliziert. Nach erneutem
Loschen der oberen 32 Bits erhilt man das Ergebnis von 3. Fiir die héheren Potenzen
wiederholt man die beschriebenen Schritte.

Bei der Berechnung des Skalarproduktes werden zunéchst die 32-bit grofsen Potenzen
von 7 mit den jeweiligen 32-bit grofsen Teilvektoren des Seed-Wertes ,ver-UND-et“(Operator
& in C+-+). Anschliefend wird die Paritdt der Anzahl der Einsen in den jeweils 32-bit

grofsen Teilergebnissen bestimmt. Die Gesamtparitit ist dann die berechnete Zufallszahl.
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Kapitel 3

Experimenteller Teil

3.1 Implementierung und Durchfiihrung

3.1.1 Verwendete Abkiirzungen

Fiir die im vorherigen Kapitel beschriebenen Einbettungsverfahren werden nun die folgen-

den Abkiirzungen benutzt:

BCH-Sketch  Voll besetzte Rademachermatrizen 1]
BCH-Null Zu einem Drittel besetzte Rademachermatrizen [1]
SRHT Schnelle Johnson-Lindenstrauss Transformation 2]
CW Diinn besetzte Einbettungsmatrix von Clarkson und Woodruff  [5]
KN Einbettungsverfahren von Kane und Nelson [10]

3.1.2 Implementierung von BCH-Null

Bei der Implementierung von BCH-Null besteht das Problem, dass Zufallswerte erzeugt
werden miissen, dessen Wahrscheinlichkeiten keine Zweierpotenzen sind. Konkret sieht die

Wahrscheinlichkeitsverteilung folgendermafien aus:

+1, mit Wahrscheinlichkeit 1/6
Tij = 0, mit Wahrscheinlichkeit 2/3
—1, mit Wahrscheinlichkeit 1/6

Der verwendete Zufallsgenerator BCH (sieche Abschnitt 2.7) erzeugt jedoch einzelne Bits,
sodass zundchst nur Wahrscheinlichkeiten der Form 1/2" mit n € IN generiert werden
kénnen. Dieses Problem kann umgangen werden, indem in bestimmten Féllen einfach eine
neue Zufallszahl erzeugt wird. Beispielweise kénnte man drei Zufallsbits erstellen, aber bei
Zweien der insgesamt acht mdéglichen Folgen, werden erneut drei Zufallsbits erzeugt und
zwar so lange, bis eine der sechs ,gewiinschten* Folgen generiert wird. Solch eine Funktion

kann sechs verschiedene Ergebnisse mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils 1/6 liefern.

13
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Genau diese Idee wird in meiner Implementierung realisiert: Und zwar wird zunéchst
ein Bit erzeugt; sollte dieses gleich null sein, wird 0 zuriickgegeben. Andernfalls wird ein
weiteres Bit erzeugt; ist dieses ebenfalls gleich null, wird noch ein Bit erzeugt, das ent-
scheidet, ob +1 oder —1 als Ergebnis zuriickgegeben wird. Sollte das zweite Bit jedoch
gleich eins sein, beginnt der Verfahren erneut, das heifst, es wird eine anderes ,erstes” Bit

generiert. Der Algorithmus sieht in Pseudocode also wie folgt aus:

Algorithmus 1 CREATEENTRYFORBCHNULL(inder)
1: if bch(3 - indexr) == 0 then

2 return 0

3: else

4:  if bch(3 -index + 1) == 0 then

5 return 2-bch(3-index +2) —1

6: else

7 return CREATEENTRYFORBCHNULL(index + d - k)
8: end if

9: end if

Die Funktion bch(z) generiert dabei das z-te Zufallsbit einer durch das BCH-Verfahren
erzeugten Zufallszahlenfolge. Fiir den rekursiven Aufruf wird das Produkt d- k addiert, da
dies der Anzahl der Eintrige der implizit gespeicherten Rademachermatrix R entspricht.
So wird sichergestellt, dass jedes Bit der Zufallszahlenfolge nur fiir htchstens einen Eintrag
von R verwendet wird.

Die erwartete Anzahl an erstellten Bits pro Eintrag in der Rademachermatrix ist:
E[Bits] = =14+~ .34+ 2 .34 2. (24 E[Bits])
S| = — - — . — . —_ . S
Py TR !
Diese Gleichung lasst sich umformen in:
E[Bits| = 3,5

Somit miissen im Durchschnitt 3,5 Zufallsbits berechnet werden. Dies ist natiirlich erheblich
mehr als bei BCH-Sketch, welches nur 1 Zufallsbit bendtigt. Von daher kann man damit
rechnen, dass BCH-Null nicht dreimal so schnell wie BCH-Sketch sein wird.

3.1.3 Implementierung von SRHT

Im theoretischen Teil wurde bereits erwihnt, wie man die Multiplikation mit einer Hada-
mard-Matrix effizient programmieren kann. In diesem Abschnitt geht es darum, wie man
das Auswihlen der k Eintrige durch die Matrix P in die rekursive Berechnung integriert

und somit die Laufzeit nochmals beschleunigt. Dafiir wird P implizit in einem Feld p der
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Lange k gespeichert, sodass p die Spaltenindizes der Einsen in P aufsteigend sortiert ent-
halt. Bei der Einbettung werden also von dem Vektor H - D - = die p[i]-ten Eintrége (fiir
alle 7 € 1, ..., k) ausgewihlt. Vor Beginn der Rekursion wird die Multiplikation D -z explizit
berechnet und in einem Vektor & gespeichert.

Fiir den Rekursionsschritt betrachten wir nochmal die Ausgangsgleichung des SRHT-

Verfahrens:

= [Pl PQ

Hq/glfl + Hq/gfig
Hq/ﬂl - Hq/ﬂ2

= P1Hq/2 . (i‘l + fz) + Pqu/Q . (fl — 532)

In jedem Rekursionsschritt wird die Summe (Z; + Z2) und die Differenz (21 — Z2)
berechnet. Auferdem wird das Array p in zwei Teile geteilt, sodass der Erste die Werte
von 1 bis ¢/2 enthélt und der Zweite die Werte von ¢/2+1 bis g. Da p sortiert vorliegt, kann
man den mittleren Wert ¢/2 effizient durch binére Suche finden. Um die Multiplikationen
PiHgy s - (T1 + T2) bzw. PyH gy - (Z1 — T2) zu berechnen, werden die beteiligten Matrizen
erneut geteilt, das heifst die gerade beschriebene Methode wird erneut angewandt. Sobald
das iibergebene Feld p; keinen oder nur noch einen Fintrag besitzt, wird die Rekursion
abgebrochen: Im erstgenannten Fall ist nichts weiter zu tun, denn die zu p; zugehdrige
Teilmatrix P; enthélt nur Nullen. Wenn p; noch genau einen Wert a enthalt (zweiter Fall),
wird das Skalarprodukt der a-ten Zeile von H,/; mit dem Vektor z; berechnet und auf den

entsprechenden Eintrag des Ergebnisvektors addiert.

3.1.4 Implementierung von KN

Bei dem Einbettungsverfahren KN muss neben der Zieldimension k eine Anzahl an Berei-
chen b gew#hlt werden, sodass k/b eine ganze Zahl ist. Auferdem wird eine Hashfunktion
benétigt, die auf die Menge {1, ..., k/b} abbildet. Um &hnliche Probleme wie bei BCH-Null
(sieche Abschnitt 3.1.2) zu umgehen, wird in meiner Implementierung k/b stets als Zwei-
erpotenz gewahlt, sodass fiir jeden Hash-Wert genau logy(k/b) viele Zufallsbits mit dem
BCH-Generator erzeugt werden. In der Theorie [10] sind bereits untere Schranken fiir b und
k in Abhéngigkeit von dem gew#hlten € und § angegeben, das heifst, k£ muss gegebenenfalls
um bis zu einem Faktor von 2 grofer gewdhlt werden, damit k/b eine Zweierpotenz ist.
Konkret wurde die Wahl von b und k wie folgt implementiert, wobei C' eine hinreichend

grok gewdhlte Konstante ist:

1. b:= [M]

€
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9 o= [C-ln(lég)dn(n)]
3. Finde das kleinste m fiir das gilt: 2™ > k/b
4. k:=0b-2m

Das beschriebene Vorgehen hat jedoch einen Nachteil, ndamlich dass auch bei einer
deutlich hoheren Zahl n an Eingabevektoren die Zieldimension unter Umstdnden kon-
stant bleibt. Dies erschwert den Vergleich mit anderen Einbettungsverfahren, wenn man
beispielsweise experimentell untersuchen mochte, wie die Laufzeit der Verfahren von n
abhéngt. Zum Beispiel ergibt sich bei e = 0,2, 6 = 1/3, C = 1 und n = 700 dieselbe
Zieldimension (k = 352) wie bei n = 70.000. Erst bei n = 368.122 verdoppelt sich die Ziel-
dimension auf k = 704. Wird aber moglicherweise nur der Bereich zwischen n = 700 und
n = 350.000 analysiert, sieht es so aus, als ob die Laufzeit des KN-Verfahrens linear von n
abhéngen wiirde. Vergleicht man dagegen die Laufzeiten bei n = 368.121 und n = 368.122,
wird man durch die doppelt so grofte Zieldimension einen deutlichen Anstieg der Laufzeit
feststellen. Da das Generieren der Hash-Werte jedoch bei Zweierpotenzen einfacher und

effizienter ist, wurde dieser Nachteil in Kauf genommen.

3.1.5 Bewertung der Einbettungen

Bei vielen Experimenten soll bestimmt werden, wie gut die Einbettung die Originaldaten
reprasentiert. Dazu muss der paarweise Abstand aller eingebetteten Vektoren mit den

Absténden der Eingabevektoren verglichen werden. Aus der gréften relativen Abweichung

}p,qEN

Dieses Vorgehen ist jedoch mit hohem Rechenaufwand verbunden: Bei n gegebenen Vek-

% Absténde berechnet und gespeichert werden. Zum Bestimmen eines

ergibt sich dann die tatséchliche Giite der Einbettung:

[7(p) —7m(@)]2
lp — all2

€out = max{

toren miissen
Abstandes miissen bei voll besetzten Daten d Differenzen gebildet werden. Insgesamt sind
somit O(d - n?) viele Operationen notig. Das Einbetten der Daten kostet selbst bei den
langsamen Verfahren BCH-Sketch und BCH-Null nur O(n - d - k) viel Zeit. Daraus folgt,
dass fiir k& < n das Analysieren der Einbettung langer dauert als das Einbetten der Daten
selbst. Da fiir zuverldssige Ergebnisse immer mehrere Datensétze eingebettet wurden, er-
hoht sich die Laufzeit nochmals um einen konstanten Faktor. Bei Experimenten, bei denen
also die Giite der Einbettung bestimmt werden sollte (und nicht nur die Laufzeit), musste
aus diesem Grund auf grofe Werte fiir n verzichtet werden. Aus diesem Grund wurden fiir

n bei solchen Versuchen meist nur Werte bis 1.000 verwendet, héchstens jedoch bis 10.000.
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3.1.6 Durchfiihrung

Die Experimente wurden auf einem Linux-Rechner durchgefiihrt. Dieser hatte 8 GB Ar-
beitsspeicher und als Prozessor einen Intel E7400 mit 2,8 GHz. Als Programmiersprache
wurde C++ verwendet, als Compiler der g++ der GNU Compiler Collection, Version 4.7.3,
wobei stets mit der hochst moglichen Optimierung (Option -O3) kompiliert wurde.

3.2 Untersuchung der theoretischen Epsilon-Schranken

3.2.1 Konstanter Faktor der Zieldimension

Fragestellung Bei diesem Experiment soll der konstante Faktor fiir die Zieldimension
bei den verschiedenen Einbettungsverfahren empirisch bestimmt werden. Dazu wurde auf

folgende Weise vorgegangen:

Durchfiihrung Zunichst wurden verschiedene Datensitze generiert: Darunter waren so-
wohl vollsténdig zuféllige, voll besetzte Daten (Typ ,zuféllig® in der Tabelle 3.1), als auch
sehr diinn besetzte Eingaben (Typ ,diinn®) sowie Vektoren mit ausschlieklich +1 und —1
Eintragen (Typ ,worst*). Die Gréfe der (d x n)-Matrizen betrug (5-10° x 2), (2-10* x 50)
und (10* x 1.000), wobei in den ersten beiden Fillen jeweils drei Datensitze der Typen
yzufilligh und worst” erstellt wurden. Im letzten Fall wurde wegen der grofen Vektoren-
anzahl (sieche Abschnitt 3.1.5) nur ein vollstdndig zufilliger Datensatz erstellt. Die diinn
besetzten Eingabedaten hatten die Gréfe von (2-10% x 50) und enthielten einen bzw. 100
Nicht-Null-Eintrige, wobei von jeder der beiden Konfigurationen drei Datensétze generiert
wurden.

Zu jedem Datensatz wurden mit jedem Verfahren 15 Einbettungen mit €;, = 0,1 und
0 = 1/3 erstellt. Anschliefend wurde die Einbettung mit den Originaldaten verglichen und
das sich daraus ergebende € berechnet. Da in der Theorie nur ein Anteil von (1 — §) der
Einbettungen erfolgreich sind, wurden die 15 -6 = 5 grofsten e-Werte ignoriert. Das unter
den restlichen Werten gréfste € wurde mit €, verglichen und daraus berechnet, um welchen
Faktor die Zieldimension k der Einbettung hétte grofer sein miissen, damit das ¢;, der
Eingabe mit dem € aus dem Datenvergleich iibereinstimmt. Der jeweils grofte Faktor eines
Datensatzes bildet das Ergebnis dieses Tests. Durch Wiederholen dieser Methode, konnte
der Faktor approximiert werden.

Prinzipiell ist es egal, ob m Einbettungen auf einem Datensatz berechnet werden oder
jeweils eine Einbettung auf m Datensitzen der gleichen Konfiguration. Dies liegt daran,
dass sowohl die Eintrége der Einbettungen als auch die Eintrige der Datensitze zufillig ge-
wahlt werden. Somit ist gerechtfertigt, dass fiir n = 1.000 lediglich ein Datensatz generiert

wurde. Bei n = 50 und n = 2 geht das Berechnen der paarweisen Abstédnde zwischen den
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Datenpunkten erheblich schneller als bei n = 1.000. Von daher war es unproblematisch,

hier trotzdem mehrere Datensétze zu erzeugen.

Ergebnisse Tabelle 3.1 zeigt die errechneten Konstanten. Bei BCH-Sketch und BCH-

Null wurde als Grundlage jeweils die Formel aus [1] genommen:!

_In(1/6)
Lo A2

€2/2 —€e3/3

Da bei SRHT und KN die genaue Gleichung nicht bekannt war, wurde jeweils die bekannte

-Inn

Formel des Johnson-Lindenstrauss-Lemmas mit einem Koeffizienten von 1 verwendet:

k> ln(€12/5) -Inn

Datensatz 1 2 3 4 5 6 7| Max
Typ zufillig | zufillig worst | worst | diinn | diinn | zufillig

n= 2 50 2 50 50 50 1.000

d= 500.000 | 20.000 | 500.000 | 20.000 | 20.000 | 20.000 | 10.000

5= 1 100

BCH-Sketch 0,076 0,168 0,307 | 0,174 | 0,071 | 0,163 0,176 || 0,307
BCH-Null 0,042 0,179 0,079 | 0,166 | 0,167 | 0,188 0,199 || 0,199
SROT 0,431 1,497 1,096 | 1,585 | 0,758 | 1,504 1,596 || 1,596
KN 0,626 0,990 0,747 | 0,916 | 0,624 | 0,988 0,858 || 0,990

Tabelle 3.1: Gezeigt werden die Maxima der berechneten Koeffizienten fiir die Zieldimension
der einzelnen Einbettungsverfahren bei verschiedenen Datensétzen. n bezeichnet die Anzahl der
Datenpunkte und d deren Dimension. Beim Typ ,zufillig“ wurden alle Eintrige zuféllig gewé&hlt.
Beim Typ ,worst® ist die erste Spalte der Nullvektor, die darauf folgende Spalte enthélt nur Einsen
und die weiteren Spalten (sofern vorhanden) enthalten als Eintrige entweder +1 oder —1. Beim
Typ ,diinn“ gibt s die Anzahl der Nicht-Null-Eintrdge pro Vektor an. Die letzte Spalte zeigt den

grofiten Koeffizienten des jeweiligen Verfahrens.

Auswertung Bei BCH-Sketch fillt der (im Vergleich zu den anderen Datensétzen) hohe
Wert von 0,307 beim Datensatz 3 auf. Fraglich ist auch, warum bei dem sehr &hnlichen
Verfahren BCH-Null dieser nur 0,079 betrigt. Aus diesem Grund wurde speziell fiir diese
Anomalie ein weiterer Test durchgefithrt: Als Grundlage wurde die Matrix aus Datensatz
3 genommen und abwechselnd mit BCH-Sketch und BCH-Null Einbettungen erstellt. Die

In(1/8)

Inn

'Die originale Formel aus [1] verwendet statt des Terms die Variable 5. Die Versagenswahr-

scheinlichkeit ist dementsprechend n~?. Beide Varianten sind dquivalent, wie einfaches nachrechnen zeigt:
In(1/8) I _
n? =n"n =exp (lnn- %) = exp (ln ((%) 1)) =exp(ln(d)) =0
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Einbettungen wurde mit der Originalmatrix verglichen und daraus das sich jeweils erge-
bende € berechnet. Die Differenzen egcm-sketch — €BCH-Null Wurden addiert. Positive Werte
bedeuten somit, dass BCH-Sketch besser ist, negative, dass BCH-Null besser ist. Lisst man
dieses Experiment eine Zeit lang laufen, so stellt man fest, dass die Summe mal positiv und
mal negativ ist. Eine klare Tendenz ist nicht feststellbar. Somit kann das Ergebnis 0,307

als Ausreifler betrachtet werden.

Fiir den Laufzeit-Vergleich (siehe 3.3) wurden nun die folgenden Koeffizienten gewahlt:
Bei BCH-Sketch und BCH-Null jeweils 0,2 (der Ausreifier bei BCH-Sketch wurde ignoriert),
bei SRHT 1,6 und bei KN 1,0. Man beachte, dass in der bei BCH-Sketch und -Null zugrunde
gelegten Formel bereits implizit der Faktor 8 steckt. Multipliziert mit dem Faktor 0,2
ergibt sich somit der selbe Koeffizient wie bei SRHT, nédmlich 1,6. Beziiglich SRHT sollte
noch erwahnt werden, dass in der empirischen Untersuchung von Venkatasubramanian und
Wang [15] ein Koeffizient zwischen 1,5 und 1,7 bestimmt. Dies passt also sehr gut zu den

Ergebnissen dieser Arbeit.

Bei BCH-Sketch und BCH-Null wurde in der Theorie [1] eine konkrete Formel fiir die
Zieldimension k angegeben. Trotzdem zeigten die empirischen Tests, dass in der Praxis eine
um Faktor 5 kleinere Zieldimension zur Einhaltung der e-Schranke ausreicht. Aus diesem
Grund ist verstdndlich, warum in der Literatur bei SRHT, CW und KN nur noch das

asymptotische Wachstum der Zieldimension betrachtet wurde.

3.2.2 Asymptotisches Wachstum bei CW

Fragestellung und Durchfiihrung Bei dem Einbettungsverfahren von Clarkson und
Woodruff [5] war zundchst unklar, wie das asymptotische Wachstum der Zieldimension
aussieht bzw. ob es sich iiberhaupt zur Dimensionsreduktion eignet. Testweise wurde fiir
die Zieldimension dieselbe Formel wie bei SRHT und KN gewéhlt, also k > IH(E% -Inn. Der
Rest des Versuchs lief genauso wie bei der Untersuchung der anderen Einbettungsverfahren
(Abschnitt 3.2.1). Tabelle 3.2 zeigt die sich ergebenden Faktoren.

Datensatz 1 2 3 4 ) 6 7 Max
Typ zufillig | zufillig worst | worst | dinn | diinn | zufillig

n = 2 50 2 50 50 50 1.000

d= 500.000 | 20.000 | 500.000 | 20.000 | 20.000 | 20.000 | 10.000

s = 1 100

CWwW 0,757 1,333 0,746 | 1,296 | 57,925 | 1,452 1,095 || 57,925

Tabelle 3.2: Gezeigt werden die Maxima der berechneten Koeffizienten fiir CW. Die Datensétze

wurden wie bei Tabelle 3.1 erstellt.
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Auswertung Der sehr grofie Koeffizienten von fast 60 bei dem Datensatz 5 legt nahe,
dass die benétigte Zieldimension bei CW nicht wie bei den anderen Verfahren in O (l(g”>

liegt. Eine theoretische Uberlegung zu sehr diinn besetzten Daten (wie bei Datensatz 5)

kann das Scheitern von CW erklaren:

Theoretische Betrachtung Gegeben seien n Vektoren, die jeweils an (paarweise) un-
terschiedlichen Positionen genau eine Eins und sonst nur Nullen enthalten. Somit haben
alle Vektoren den Abstand 4/2 voneinander. O.B.d. A. werde die Eins im ersten Vektor p;
beim Einbetten durch die CW-Methode auf die erste Koordinate im Zielraum projiziert
und dabei das Vorzeichen beibehalten. Wird die Eins des zweiten Vektors po auf dieselbe
Koordinate ohne Vorzeichenwechsel projiziert, ist der Abstand der eingebetteten Vektoren

|m(p1) — m(p2)|2 gleich 0. Damit wire die Epsilon-Schranke

(1-6 -2 =1 =elp—dql2 < r(p) = (q)]2 = 0

fiir jedes € < 1 verletzt. Fiir jeden weiteren Vektor, der eingebettet wird, sinkt die Wahr-
scheinlichkeit, dass er auf einer Position projiziert wird, bei der die Epsilon-Schranke erfiillt
bleibt: Bei der Einbettung des i-ten Vektors betrigt diese Wahrscheinlichkeit 2]";%, wobei
k gleich der Zieldimension ist. Bei n Vektoren betrigt somit die Gesamtwahrscheinlichkeit
einer erfolgreichen Einbettung héchstens
n .
2k —i+1
P Erfolg < H T
=1
Dieses Produkt kann man grob abschitzen, indem man die erste Hélfe der Faktoren auf

(den groferen Wert) 1 setzt und die restlichen Faktoren auf den ebenfalls grokeren Wert
2k—n/2 .
2% -
n

2% —i+1 2% — 1\ 2
PErfolg < H ok < ( 2% 2)
=1

Dies lasst sich umformen zu:

Wegen
n
lim <1 — 1> = 1
n—00 n e

geht der obige Term fiir grofse n gegen den Wert (%) 8

»

‘ 3

&

. Das heifit

n2

. 1 *
lim PErfolg < <€>

n—aoo
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Nach Logarithmieren beider Seiten und anschlieffendem Umformen nach k erhélt man (fiir
n geht gegen unendlich):
b s " Prra)
8

Somit liegt k in ©2(n?).2 Die eingebettete Matrix hat somit Q(n?) Elemente. Mit einem Spei-
cherverbrauch @ € O(n?) lassen sich jedoch die paarweisen Abstinde aller Vektoren
des Datensatzes auch exakt speichern. Von daher ist die CW-Methode zur Dimensions-
reduktion extrem diinn besetzter Daten unter ndherungsweiser Beibehaltung der lo-Norm
aufgrund des hohen Speicherbedarfs eher weniger geeignet.

Da bei allen anderen getesteten Datensédtzen die CW-Methode Erfolg hatte, wird in
Abschnitt 3.6 die Fragestellung untersucht, wie viele Nicht-Null-Eintrige die Eingabevek-

log(1/9)
p)

toren mindestens haben miissen, damit die benétigte Zieldimension k in O (57 -log n)

liegt.

3.3 Vergleich der Laufzeit

3.3.1 Laufzeit in Abhangigkeit von der Anzahl der Nicht-Null-Eintrage

Fragestellung Bei diesem Experiment wurde die Laufzeit der einzelnen Einbettungsver-
fahren getestet. Dabei ging es insbesondere um die Abhéngigkeit der Laufzeit von der Giite

€ sowie von der Anzahl der Nicht-Null-Eintrége s.

Durchfiihrung Die Eingabedaten enthielten n = 100 Vektoren mit je d = 100.000
Dimensionen. Die Anzahl der Nicht-Null-Eintrige variierte in Zehnpotenzen beginnend
von 1 bis zur vollen Besetzung (s = d = 10°). Die diinn besetzten Datensitze (s <
d) wurden dabei elementeweise eingebettet, wihrend die voll besetzte Matrix zeilenweise
bearbeitet wurde (also gleichzeitig die i-te Dimension aller Vektoren). Der Parameter e
wurde einmal auf 0,2 und einmal auf 0,05 gesetzt. Die Zieldimension wurde mit den im
vorherigen Abschnitt bestimmten Konstanten berechnet. Jede Einbettung wurde dabei
10 mal erstellt, um die Messgenauigkeit der Laufzeiten zu erhéhen. Tabelle 3.3 zeigt die

Mittelwerte der gemessenen Zeiten.

Auswertung Besonders in Abbildung 3.1 fillt auf, dass die Laufzeit bei dem voll be-
setzten Datensatz nicht wie erwartet ansteigt, sondern sogar teilweise geringer ist als bei
s = 10.000. Die Ursache dafiir ist das unterschiedliche Vorgehen beim Einbetten: Wie be-
reits im Teil Durchfiihrung erwihnt, werden bei der voll besetzten Eingabematrix ganze
Zeilen gleichzeitig eingebettet. Von daher mussten die entsprechenden Zufallszahlen der

Einbettungsmatrix nur einmal berechnet werden. Dies fiihrt letztendlich zu einer geringen

2Zu dem Ergebnis, dass k in Q(n?) liegt, kamen auch Nelson und Nguyen [12]. Dariiber hinaus konnten

sie zeigen, dass eine Zieldimension von O(n?/e?) ausreicht [11].
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€=0,2//s= 1 10 100 | 1.000 | 10.000 | 100.000
BCH-Sketch 0,00 0,01 0,10 0,97 9,62 3,70
BCH-Null 0,00 0,02 0,19 2,02 | 1827 | 10,80
SRHT 1,90 1,91 1,91 1,92 1,97 1,84
KN 0,00 0,00 0,03 0,27 2,56 1.80
€=0,05//s= 1 10 100 | 1.000 | 10.000 | 100.000
BCH-Sketch 0,03 0,16 1,46 | 1538 | 13387 | 53,83
BCH-Null 0,04 0,30 287 | 28,58 | 268,98 | 286,15
SRHT 2,44 245 2.45 2,44 2,49 2,37
KN 0,01 0,03 0,16 1,46 | 1441 | 11,05

Tabelle 3.3: Laufzeit bei verschieden dichter Besetzung der Datenmatrix in Sekunden. Der Da-
tensatz enthielt n = 100 Vektoren im d = 100.000 dimensionalen Raum, wobei jeder Vektor s
Nicht-Null-Eintrége hatte. § ist iiberall gleich 1/3. Es wurden jeweils 10 Einbettungen berechnet

und die Laufzeiten gemittelt.

e=0,2 e = 0,05

@ 10! * 1102 , ,

2 ol [ |

107 | E L |

% r ] 101 E E
w2 ]

E 10_1 E E 100 ; ;

Rt 1 F ]

S 10| | 107 ¢ ]
=] 1
< ]

= =3t g —2 | |

10 E 11077 ¢ ]

102 10* 10° 10° 10t 10%® 10® 10* 10°
S S
—e— BCH-Sketch —#— BCH-Null —e— SRHT —— KN
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Abbildung 3.1: Abhéngigkeit der Laufzeit (y-Achse) von der Anzahl der Nicht-Null-Eintrige s
(x-Achse). Die Graphen zeigen die Daten aus Tabelle 3.3. Das ,,Abknicken” der Graphen bei voller
Besetzung (s = 10°) liegt an der zeilenweisen Einbettung.
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Laufzeit als bei den diinn besetzten Matrizen, bei denen die Zufallszahlen fiir jeden Vektor
erneut berechnet werden mussten.

Interessanterweise ist BCH-Null langsamer als BCH-Sketch. Dies hat wahrscheinlich
folgenden Grund: Bei BCI-Sketch miissen bei der Einbettung eines Wertes k& Zufallsbits
erzeugt und k Additionen bzw. Subtraktionen durchgefiihrt werden. Bei BCH-Null dagegen
werden 3,5 - k Zufallsbits generiert (siehe Abschnitt 3.1.2) und k/3 Additionen bzw. Sub-
traktionen durchgefiihrt. Die Generierung eines Zufallsbits mit der BCH-Methode kostet
jedoch deutlich mehr Zeit als eine Addition oder Subtraktion. Aus diesem Grund ist BCH-
Null deutlich langsamer. Sind mehrere Eintrige einer Zeile der Datenmatrix bekannt (also
die i-te Dimension mehrerer Vektoren), kann man die berechneten Zufallsbits mehrfach
nutzen, sodass der Vorteil von BCH-Null (ndmlich die Nullen in der Einbettungsmatrix)
stiarker ins Gewicht fallt. Aber auch BCH-Sketch kann optimiert werden: Kommen die
Daten zeilenweise, kann man ein Paket von beispielsweise a = 1000 Zeilen zwischenpuf-
fern. Der dazugehorige Teil der Einbettungsmatrix wird ebenfalls berechnet und explizit
abgespeichert. Anschliefend wird das Produkt aus der (k x a)-Einbettungsmatrix und der
(a x n)-Datenmatrix mit der schnellen Matrixmultiplikation® bestimmt und das Ergebnis
auf die Einbettung addiert. Wenn man bei BCH-Null die Nullen der Einbettungsmatrix
ausnutzen méchte, ist die Benutzung der schnellen Matrixmultiplikation nicht ohne Weite-
res moglich: Man kénnte natiirlich Teile der Einbettungsmatrix wie bei BCH-Sketch explizit
zwischenspeichern, um danach die schnelle Matrixmultiplikation anwenden zu kénnen, al-
lerdings geht dann der Vorteil von BCH-Null (ndmlich die Nullen in der Einbettungsmatrix)
verloren.

Auch bei SRHT ist eine Optimierung fiir diinn besetzte Daten nicht direkt moglich.
Von daher bleiben die Laufzeiten unabhingig davon, wie diinn die Eingabe besetzt ist,
immer ungefdhr gleich. Bei dicht besetzen Daten ist SRII'T das beste Verfahren. Sind die
Daten weniger stark besetzt, wird KN besser.

In einem weiteren Experiment soll nun untersucht werden, wann SRHT und wann KN
bei einer gegebenen Kombination von n, d, s und e schneller ist. Die Einbettungsverfahren
BCH-Sketch und BCH-Null werden dabei nicht ndher untersucht, da in allen untersuchten
Féllen entweder SRII'T oder KN eine geringere Laufzeit hatten.

3.3.2 Vergleich zwischen SRHT und KN

Voriiberlegungen Vor dem experimentellen Vergleich beider Verfahren, soll zunéchst
die asymptotische Laufzeit theoretisch betrachtet werden. Wie bereits in Abschnitt 2.4
erwiahnt, benotigt bei SRHT die Multiplikation der Datenmatrix mit einer Hadamard-
Matrix O(d - n - logd) Zeit. Wird bei der Implementierung das Auswéhlen der k Eintrége

3Fiir die schnelle Matrixmultiplikation wurde der Algorithmus von Strassen verwendet, siehe [8]. Theore-
tisch moglich wire auch die Benutzung des asymptotisch schnelleren Coppersmith-Winograd Algorithmus

[6] oder dessen Verbesserungen [16].
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nicht erst nach sondern schon wiahrend der Multiplikation durchgefiihrt (sieche Abschnitt
3.1.3), kann die Laufzeit auf O(d - n - k) gesenkt werden. Da k in O (WM) liegt,

ergibt sich eine Laufzeit von

Tsrur € O <n -d-log log(1/6) - log(n))

€2

Bei KN miissen n Vektoren mit je s Nicht-Null-Eintrégen eingebettet werden. Jeder
Eintrag wird auf b Bereiche projiziert, wobei fiir jede Projektion logy(k/b) Zufallsbits be-
rechnet werden mussen. Als Laufzeit ergibt sich somit O(s-n-b-log(k/b)). Setzt man die
entsprechenden Formeln fiir b und k& ein, erhdlt man O(s - n - M - log 10%) Da die
Unabhéngigkeit der Hash-Funktion h nicht konstant, sondern gleich In(n/d) ist, kommt

dieser Faktor noch zur Laufzeit hinzu. Zusammen ergibt sich somit

log(1/6 1
TKNEO(s-n- 0g(1/9) -log Ogn-log?)
€

€

In den nun folgenden experimentellen Untersuchungen soll iiberpriift werden, in wie

weit die theoretischen Uberlegungen mit den tatsichlichen Laufzeiten iibereinstimmen.

n = 100 300 | 1.000 | 3.000 | 10.000 | 20.000
SRHT 0,56 1,71 574 | 17,63 | 80,51 | 358,38
KN 0,65 1,87 9,05 | 32,70 | 104,85 | 247,12

Tabelle 3.4: Abhéngigkeit der Laufzeit von der Anzahl der Vektoren. Die gezeigten Laufzeiten sind
Mittelwerte in Sekunden. Die anderen Parameter wurden wie folgt gewéhlt: d = 20.000, s = 1000,
e=0,1,0=1/3.

Abhingigkeit von n Tabelle 3.4 zeigt die Abhéngigkeit der Laufzeit von der Vekto-
renanzahl n. Hier bestétigt sich nun, dass in Abschnitt 3.1.4 beschriebene Problem der
KN-Implementierung: Bei n = 300 und n = 10.000 Vektoren sind beide Verfahren etwa
gleich schnell, dazwischen (n = 3.000) hat jedoch SRHT eine nur halb so grofe Laufzeit wie
KN. Die Ursache fiir den hohen Laufzeitanstieg bei KN zwischen n = 300 und n = 1000 ist
wahrscheinlich, dass sich die Anzahl der zu erzeugenden Zufallsbits fiir die Hash-Funktion
h von 5 auf 6 erhoht. Insgesamt ist es uferst schwierig, Schliisse aus diesem Experiment zu
ziehen: Beispielsweise ist unklar, ob fiir alle n = 20.000 KN schneller ist oder ob fiir gréfsere
n SRHT und KN etwa gleich schnell bleiben. Aus diesem Grund wurde in einem weiteren
Experiment ein groferer Bereich von Werten fiir n mit mehr Zwischenwerten untersucht.

Der linke Graph von Abbildung 3.2 zeigt die Ergebnisse dieses Tests. Die asymptoti-

sche Laufzeitanalyse besagt, dass die Laufzeit beider Verfahren mit O(n - loglogn) von
T(n)
n-log?ogn

zeit des jeweiligen Verfahrens bezeichnet. Der rechte Graph zeigt diesen Quotienten. Bis

n abhingen. Demnach miisste der Quotient

konstant sein, wobei T'(n) die Lauf-
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Abbildung 3.2: Der linke Graph zeigt die Laufzeit in Abhéngigkeit von der Anzahl der Da-
tenpunkte. Der rechte Graph zeigt die Laufzeit dividiert durch n - loglogn. Die sich ergebenden
Quotienten sollten konstant sein. Die restlichen Parameter wurden wie folgt gewihlt: d = 2500,
s=125,¢=0,1,5 =1/3.

n = 10* sind beide Kurven auch mehr oder weniger konstant, danach steigt die Konstan-
te von SRHT jedoch stark an. In Tabelle 3.4 ist dieses Verhalten bei den letzten beiden
Datenpunkten dhnlich: Obwohl sich die Vektoranzahl nur von n = 10.000 auf n = 20.000
verdoppelt, erh6ht sich die Laufzeit von SRHT um mehr als das Vierfache. Dies konnte
eventuell damit zusammenhéngen, dass sowohl in der Tabelle (d = 20.000) als auch im
Graphen (d = 2.500) der Arbeitsspeicher fast vollgeschrieben wird: Die Eingabematrix
selbst bendtigt explizit gespeichert sizeof(double) -n -d = 8 -n - d Bytes an Speicher. Im
ersten Fall entspricht dies 2,98 GB%, im zweiten Fall 2,24 GB. Da in meiner Implementie-
rung alle Vektoren gleichzeitig eingebettet werden, kommt nochmal so viel fiir die einzelnen
Rekursionsstufen hinzu, da in jedem Rekursionsschritt eine halb so groke Matrix erstellt
wird. Weiterer Speicher wird fiir die implizit gespeicherte Eingabematrix benétigt, die fiir
das KN-Verfahren benutzt wird, wobei man beachten sollte, dass hier ein grofter Overhead
durch die Speicherung als bindrer Suchbaum entsteht: Fiir Speicherung eines Wertes (8
Byte) fallen drei Speicheradressen (jeweils 8 Byte) fiir den linken und rechten Teilbaum
sowie fiir den Vaterknoten an, d.h. die implizite Eingabematrix bendétigt nochmals 32-n-s
Bytes, also hier 611 MB bzw. 457 MB. Des Weiteren fillt noch Speicher fiir die einge-
bettete Matrix selbst an und zwar 8 - n - £ Bytes: Im ersten Fall sind dies 266 MB, im
zweiten Fall 1882 MB. Zusammen kommt man so dem verfiigbarem Arbeitsspeicher von 8
GB des Linux-Rechners so schon recht nahe: In beiden Féllen verbrauchen die betrachteten

Objekte jeweils zusammen etwa 6,7 GB. Dabei sollte man beachten, dass nur die grofiten

*1 GB entsprechen in dieser Arbeit stets 1024 ~ 1,074 - 10° Bytes. Dementsprechend sind 1 MB gleich
1024% = 1,049 - 10° Bytes
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Objekte betrachtet wurden und weitere Quellen mit Overhead aufier Acht gelassen wur-
den. Noch grofere Eingabedaten, wie z.B. n = 30.000 bei d = 20.000 oder n = 150.000
bei d = 2.500, fithrten zum Abbruch des Programms wegen fehlendem Speicher. Da in der
Implementierung von SRHT sehr oft Speicher angefordert und wieder freigegeben wird,
ist der Speicher insgesamt sehr fragmentiert. Die erneute Speicherallokation kénnte dann
langer dauern als gewthnlich, sodass die Laufzeit bei groferem n stirker ansteigt als man

zunichst annehmen wiirde.

Letztendlich dndert dies aber nichts daran, dass die asymptotischen Laufzeitformeln
fiir n korrekt sind. Eine sorgfiltigere Implementierung von SRHT, in der Speicher nicht

mehrfach allokiert und freigegeben wird, wiirde diese Laufzeitanomalie wahrscheinlich 16-

SEn.
d= 3.000 | 10.000 | 30.000 | 100.000 | 300.000
s = 150 500 | 1.500 | 5.000 | 15.000
SRHT 0,71 2,80 | 11,37 | 41,15 | 161,98
KN 1,35 447 | 1344 | 4414 | 13752

Tabelle 3.5: Abhéngigkeit der Laufzeit von der Dimension der Vektoren, wobei 5% der Eintrage
ungleich null sind. Die gezeigten Laufzeiten sind Mittelwerte in Sekunden. Die anderen Parameter
wurden wie folgt gewahlt: n = 1.000, e = 0,1, § = 1/3.

Abhéingigkeit von d Wie die Laufzeit von der Dimensionsanzahl abhéngt, zeigt Tabelle
3.5. Die Vektoren waren dabei jeweils zu 5% gefiillt, damit die beiden Verfahren vergleich-
bar bleiben. Nach der theoretischen Betrachtung sollten die Laufzeiten beider Methoden
linear von d abhingen. In dem oberen Graphen der Abbildung 3.3 sieht man jedoch, dass
die Laufzeit von SRHT anscheinend schneller ansteigt als bei KN. In dem linken Graphen
wurde ein groferer Bereich von Werten fiir d getestet. Des Weiteren wurde d immer als
Zweierpotenz gewdhlt, da SRHT die Dimensionsanzahl sowieso implizit auf die nichste
Zweierpotenz aufrundet. Wihrend bei d < 8192 noch SRHT fast doppelt so schnell ein-
gebettet wie KN, braucht SRHT bei d = 16384 bereits langer als KN. Danach steigt die
Laufzeit von SRHT wieder dhnlich an wie bei KN. Genauer kann man dies in dem rechten
Graphen sehen: Hier wurde die Laufzeit jeweils durch d geteilt. Die sich ergebende normier-
ten Zeiten sollte nach der asymptotischen Laufzeitanalyse jeweils konstant sein. Bei KN ist
dies ziemlich genau der Fall, bei SRHT wird dagegen die Anomalie zwischen d = 8192 und
d = 16384 noch deutlicher. Die Ursache kénnte méglicherweise sein, dass die Daten, auf
die der Algorithmus zugreift, zusammen noch klein genug, um in den Cache des Prozessors
zu passen. Dadurch werden viel weniger Hauptspeicherzugriffe bendtigt als bei d = 16384,

wo viel hdufiger Daten aus dem Cache verdriangt werden. Dagegen spricht jedoch, dass die
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Abbildung 3.3: Abhéngigkeit der Laufzeit von d. Der obere Graph zeigt die Daten aus Tabelle
3.5. Bei dem Graphen unten links wurde n = 125 gewéhlt, um grofsere Werte fiir d zu ermoglichen.
Der Graph rechts daneben zeigt die normierte Laufzeit T'(d)/d fiir n = 125. Die Laufzeit ist jeweils

in Sekunden angegeben.
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Datenmatrix bei d = 8192 selbst etwa 8 MB benétigt und somit nicht mehr in den 3 MB
grofsen L2-Cache der CPU passt.

Neben dem starken Anstieg zwischen d = 8192 und d = 16384, fillt bei SRHT im
rechten Graphen auf, dass der Quotient mit zunehmendem d weiter ansteigt. Der Grund
fiir diese Anomalie ist jedoch auch unklar. Letztendlich kann man festhalten, dass bei
hinreichend grofen d-Werten (d.h. d > 10%) das SRHT-Verfahren eine um ca. 50% hohere
Laufzeit als KN hat.

€= 0,4 0,2 0,1 0,056 | 0,025
SRHT 4,15 4,91 5,51 6,18 7,22
KN 1,42 3,79 8,09 | 2069 | 4558

Tabelle 3.6: Abhingigkeit der Laufzeit von dem Genauigkeitsparameter €. Die gezeigten Laufzei-
ten sind Mittelwerte in Sekunden. Die anderen Parameter wurden wie folgt gew#hlt: n = 1.000,
d = 20.000, s = 1.000, 6 = 1/3.

Abhéngigkeit von ¢ Tabelle 3.6 zeigt das Laufzeitverhalten bei Variation des e-Parameters.
Hier ist das Ergebnis eindeutig: Bei einem grofien € ist KN schneller, bei einem kleinen €
dagegen SRHT. Dies liegt daran, dass die Laufzeit bei SRHT in O (log log 6%) liegt und
bei KN in O (log R
das SRHT-Verfahren angewendet werden, auch wenn die Eingabedaten nur diinn besetzt

). Wenn also eine sehr exakte Einbettung erwiinscht ist, sollte

sind. Abbildung 3.4 zeigt sowohl die Daten aus der Tabelle (links oben), als auch einen
grokeren Datensatz (links unten) sowie die normierte Laufzeit (jeweils rechts). Letztere ist
bei KN insgesamt sehr konstant (man beachte, dass die y-Achse nicht bei null beginnt). Bei

SRHT féllt die Kurve mit sinkendem e, allerdings nicht so signifikant, dass es hier weiter

untersucht.
0= 0,5 0,25 0,1 0,01 0,001
SRHT 5,33 5,60 5,85 6,21 6,48
KN 5,51 11,90 21,61 56,18 99,41

Tabelle 3.7: Abhéngigkeit der Laufzeit von der Versagenswahrscheinlichkeit §. Die gezeigten
Laufzeiten sind Mittelwerte in Sekunden. Die anderen Parameter wurden wie folgt gewahlt: n =
1.000, d = 20.000, s = 1.000, € = 0,1.

Abhingigkeit von § In Tabelle 3.7 wird die Laufzeit bei verschiedenen Versagenswahr-
scheinlichkeiten § gezeigt. Das Ergebnis ist hier dhnlich wie bei der Variation von e: Die
Laufzeit von SRHT erh6ht sich bei Verringerung von § kaum, KN bendtigt jedoch bei ho-
hen J-Werten erheblich l&nger. Dies liegt daran, dass die Laufzeit von KN quadratisch von

log(1/6) abhéngt, die von SRHT aber nur logarithmisch. Betrachtet man die normierten
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Abbildung 3.4: Abhéngigkeit der Laufzeit von e. Der Graph links oben zeigt die Daten aus der
Tabelle 3.6. Bei dem Graph links unten wurde n = 50 und d = 400.000 gewahlt, um kleinere Werte

fiir € zu ermdglichen. Die rechten Graphen zeigen jeweils die normierten Laufzeiten (fiir SRHT:

T(e)/In Lm0/ - fij KN: 5-T(e) - e -In (122

€

)) Die Laufzeit ist jeweils in Sekunden angegeben.
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Abbildung 3.5: Der linke Graph zeigt die Laufzeit in Abhéngigkeit von der Versagenswahrschein-
lichkeit §. Die Daten entsprechen denen aus Tabelle 3.7. Der rechte Graph zeigt normalisierte Lauf-
zeiten, das heifit, die Laufzeit von SRHT wurde durch In M dividiert und die Laufzeit von
KN durch In(1/§) - In(n/d). Somit zeigt der Graph, in wie weit die Laufzeit von dem theoretischen
Laufzeitschranke abweicht.

Laufzeiten im rechten Graphen von Abbildung 3.5 zeigt sich (im Vergleich zu den vorheri-
gen Graphen) ein erstaunlich gutes Ergebnis: Beide Kurven sind nahezu konstant, d.h. die

asymptotische Laufzeit passt sehr gut zur gemessenen Laufzeit.

Auswertung Zusammenfassend kann man nun konkrete Formeln fiir beide Verfahren
aufstellen. Dazu werden die sich ergebenden Konstanten fiir verschiedene Eingabedaten
berechnet und anschliefend gemittelt (siehe Tabelle 3.8). Verwendet man fiir die Berech-
nung der Einbettung einen Computer mit den gleichen Komponenten wie unter Abschnitt
3.1.6 beschrieben, sollten die Formeln die Laufzeit sehr gut vorhersagen konnen. Fiir das
SRHT-Verfahren ergibt eine Berechnungsdauer von

1,6 -Inn - In(1/9)
€2

Tspur(n,d, s, e,0) =4,09-107° - n - d - log,

Sekunden. Das Einbettungsverfahren KN hat eine Laufzeit von

2-1n(1/5) 2Inn n

Tin(n,d, s, e,0) =7,08-1077 - n-s -log, -In 5
€

Neben dem Mittelwert fiir die Konstanten, der in die obigen Formeln eingesetzt wurde,
ist noch die Standardabweichung interessant. Die Standardabweichung ist ein Mafy dafiir,
wie stark die Konstante vom Mittelwert abweichen kann, und wird mit der folgenden Formel

berechnet:
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n d s € 0 || TsruT TN CSRHT CkN
20.000 20.000 1.000 0,1 0,333 || 358,38 247,12 || 8,32-1078 | 6,70 - 107*
120.000 2.500 125 | 01| 0333 21388 | 20492 || 6.48-10% | 6181072
1.000 300.000 15.000 0,1 0,333 || 161,98 137,52 || 5,27-107% | 7,33.107°
125 | 2.097.152 | 104.857 | 01| 0333 121,15 | 83,30 || 4,75-108 | 7,40 109
1.000 | 20.000 | 1.000 | 0,025 | 0333 | 722| 4558 2,53-108 | 7,11-10~°
50 | 400.000 | 20.000 | 0,005 | 0333 | 877 | 213,08 || 243108 | 9,12-10°°
1.000 | 20.000 | 1.000| 01| 0001| 648| 9941 2,51-10°8 | 7.33-109
50 | 400.000 | 20.000 | 0,1 | 1020 | 816 | 33355.00 || 2,38- 108 | 4,92 10-°

100 | 100.000 | 10.000 | 005 | 0333 249 1441 || 2,14-10°8 | 7.64- 1079

Tabelle 3.8: Verwendete Daten fiir die Berechnung der Konstanten der Laufzeitformeln. Die
Spalten Tsgyr und Tkn zeigen jeweils die Laufzeit der Einbettung des jeweiligen Datensatzes
in Sekunden. In den Spalten Csgpyr und Ckn stehen die sich ergebenden Konstanten fiir die

Laufzeitformel.

Fiir SRHT ergibt sich Csgpr = (4,09 +2,23) -10~% und fiir KN Cky = (7,08 £1,14-1077).
Bei KN konnte die Laufzeit also recht genau bestimmt, bei SRHT ist die Abweichung

jedoch recht grofs. Dies zeigte sich bereits bei der Betrachtung der normierten Laufzeiten.

Uberpriifung der Ergebnisse In einem abschliefendem Test soll nun die Laufzeit fiir
die Einbettung eines grokes Datensatzes gemessen und mit den beiden obigen Formeln
verglichen werden. Der Datensatz enthielt n = 50.000 Vektoren im d = 10° dimensionalen
Raum mit je s = 10.000 Nicht-Null-Eintragen (d.h. 99% der Werte waren Nullen). Als
Eingabeparameter fiir die Einbettung wurde eine Giite von ¢ = 0,05 gew#hlt und eine
Fehlerwahrscheinlichkeit von § = 1/10. Da der Datensatz nicht vollsténdig in den Speicher

passt, wurden immer Pakete aus 50 Vektoren erstellt und eingebettet.

Verfahren prognostizierte Laufzeit gemessene Laufzeit

Minimum | Erwartungswert | Maximum
SRHT 1,30 -10* s 2,85-10% s | 4,41 -10%* s 1,35-10% s
KN 3,14-10% s 3,74-10% s | 4,35-10% s 4,23-10% s

Tabelle 3.9: Vergleich zwischen der gemessenen und berechneten Laufzeit fiir einen grofsen Da-
tensatz. Die Parameter wurden wie folgt gewahlt: n = 50.000, d = 1.000.000, s = 10.000, € = 0,05,
0 = 1/10. Die Spalten ,Minimum® und ,Maximum® zeigen die berechnete Laufzeit fiir die um eine

Standardabweichung kleinere bzw. grofsere Konstante in der Laufzeitformel.

Tabelle 3.9 zeigt die gemessenen und prognostizierten Laufzeiten. Bei KN ist die tat-
sachliche Laufzeit um lediglich 13% grofer als die Erwartete. Die obige Formel kann die

reale Laufzeit also recht genau vorhersagen. Bei SRHT ist das Ergebnis deutlich schlechter:
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Die Einbettung des Datensatzes dauerte weniger als halb so lange wie vermutet. Allerdings
liegt die Laufzeit noch in der 1o-Umgebung, das heifit, die tatsdchliche Laufzeit ist grofer
als die berechnete Laufzeit bei Verwendung der um eine Standardabweichung kleineren
Konstanten (also C' = (4,09 — 2,23) - 1078 = 1,86 - 10~®). Die Laufzeitformel fiir SRHT
ist somit nicht falsch, sondern sie liefert insgesamt recht ungenaue Prognosen. Zusammen-

fassend kann man sagen, dass sich die Laufzeit von KN besser vorhersagen lisst als von
SRHT.

3.4 Vergleich der Dimensionsreduktion

Fragestellung In diesem Abschnitt geht es darum, welche Epsilon-Schranke die einzel-
nen Einbettungsverfahren bei gegebenem Speicherbedarf bzw. bei gegebener Zieldimension

einhalten.

Durchfiihrung Dazu wurden verschiedene Datensétze untersucht, deren Dimension je-
weils auf k = 4.096 reduziert wurde. Die Zweierpotenz wurde gewdhlt, da SRHT und CW
sowieso die Zieldimension k auf eine Zweierpotenz aufrunden wiirden. Jeder Datensatz
wurde mit jedem Verfahren 15 mal eingebettet. Die schlechtesten 5 Einbettungen wurden
ignoriert (0 = 1/3). Tabelle 3.10 zeigt das arithmetische Mittel der e-Werte der restlichen
10 Einbettungen.

Datensatz 1 2 3 4 ) 6 7
Typ diinn diinn | zufillig worst diinn | zufillig worst
n= 200 200 200 200 500 2 2
d= 100.000 | 100.000 | 100.000 | 100.000 | 500.000 | 100.000 | 100.000
s = 1 2.000 2.000

BCH-Sketch 0,0425 | 0,0444 | 0,0453 | 0,0635 | 0,0497 | 0,0036 | 0,1141
BCH-Null 0,0450 | 0,0439 | 0,0429 | 0,0439 | 0,0490 | 0,0052 | 0,0065
SRHT 0,0275 | 0,0432 | 0,0446 | 0,0441 | 0,0481 | 0,0058 | 0,0052
CW 0,7212 | 0,0425 | 0,0425 | 0,0436 | 0,0485 | 0,0057 | 0,0068
KN 0,0280 | 0,0318 | 0,0329 | 0,0314 | 0,0377 | 0,0039 | 0,0048

Tabelle 3.10: Vergleich der Qualitit der Einbettungen bei gegebener Zieldimension von k = 4.096.
Gezeigt sind die erreichten e-Werte der einzelnen Einbettungen bei verschiedenen Datensitzen.
Erkldrung der Typ-Zeile: siehe Tabelle 3.1.

Auswertung Bei den meisten Datensétzen (2 bis 5 sowie 7) liefert KN die besten Er-
gebnisse. Bei Datensatz 1 ist SRHT geringfiigig besser, bei Datensatz 6 liegt BCH-Sketch
vorne. Wie schon in Tabelle 3.1 gesehen, versagt CW bei sehr diinn besetzten Daten (Da-

tensatz 1). Weil man jedoch, dass die Daten nicht diese Form haben, kann das schnelle
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CW-Verfahren durchaus genutzt werden: Bei Datensatz 2 bis 7 werden dhnlich gute Er-
gebnisse wie bei den anderen Einbettungsverfahren erzielt. Trotzdem ist Vorsicht geboten,
denn es kénnte noch andere strukturierte Daten geben, bei denen CW versagt. Bei den
Datenséitzen des Typs ,worst“ (Datensatz 4 und 7) schneidet BCH-Sketch im Vergleich zu
den anderen Verfahren recht schlecht ab, vor allem bei Datensatz 7: Hier ist das erzielte
€out um mehr als Faktor 16 grober als bei dem zweit schlechtesten Verfahren CW. Dies
kénnte auf eine unzureichende Unabhingigkeit hinweisen, bei BCH-Sketch wurde jedoch
bewiesen, dass vierfache Unabhéngigkeit ausreicht [4]. Da Datensatz 7 keine zufélligen Ele-
mente enthilt® sind Abhingigkeiten zwischen den Eingabedaten und den Zufallsvariablen
der Einbettung ausgeschlossen. Warum BCH-Sketch bei jener Eingabe dennoch so schlecht
abschneidet, bleibt damit unklar.

Insgesamt schneidet das KN-Verfahren am Besten ab. Vor allem bei den praxisrele-
vanten® Datensétzen (2 bis 5) erzeugt es die besten Einbettungen. Es folgen BCH-Sketch,
BCH-Null, SRHT und CW mit jeweils etwa gleich guten Ergebnissen.

3.5 Untersuchung der benotigten Unabhingigkeit

Fragestellung In den vorherigen Tests wurde bei allen Verfahren (aufer KN) eine Unab-
héngigkeit von 4 verwendet. Bei BCH-Sketch und BCH-Null konnte auch bewiesen werden,
dass vierfache Unabhéngigkeit ausreicht [4]. Bei SRHT wird jedoch von Ailon und Chazelle
[2] vollstéindige Unabhéngigkeit fiir die Eintrige der Diagonalmatrix D gefordert. In wie
weit dies gerechtfertigt ist, werden die folgenden Experimente zeigen. Bei KN wurden die
in der Publikation [10] genannten Unabhéngigkeiten benutzt, ndmlich deg, = [2log(1/d)]
und degp, = |log(n/d)]. Es wurde jedoch immer mindestens eine vierfache Unabhéngigkeit
benutzt, auch wenn der berechnete Wert kleiner war.

Im folgenden soll nun untersucht werden, wie sich die Unabhéngigkeit der Zufallsvaria-

blen auf die Qualitit der Ergebnisse und auf die Laufzeit auswirkt.

3.5.1 Unabhéangigkeit bei SRHT

Durchfiihrung In diesem Experiment wurde der Einfluss der Unabhingigkeit der Zu-
fallsvariablen in der Diagonalmatrix D beim Einbettungsverfahren SRHT untersucht. Dazu
wurden drei verschiedene Datensétze (ein vollstéindig zufilliger, ein diinn besetzter und ein
Datensatz mit ausschlieflich +1 und —1 Eintrégen) eingebettet. Der Unabhéngigkeitsgrad
variierte beginnend bei 1 in Zweierpotenzen bis 32, wobei pro Konfiguration 15 Einbettun-

gen mit €, = 0,1 und 6 = 1/3 erstellt wurden. Die tatséchliche Giite €y der 10 besten

®Datensatz 7 enthilt einen Nullvektor und einen Vektor mit ausschlieflich Einsen als Elemente
SDatensatz 1 wird wegen seiner extrem diinnen Besetzung als nicht praxisrelevant bezeichnet. Datensatz

6 und 7 sind nicht praxisrelevant, da sie nur zwei Vektoren enthalten.
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Einbettungen wurde gemittelt und bildete zusammen mit der gemessenen Laufzeit das
Ergebnis des Tests.

Die Unabhéngigkeit der Eintrége in der Auswahlmatrix P konnte nicht n&her unter-
sucht werden, da hierbei nicht auf das BCH-Verfahren zuriickgegriffen wurde, sondern auf
einen Zufallsgenerator der C+-+-Standardbibliothek.

deg || diinn | zuféllig | worst || Laufzeit (in s)
0,096 0,089 | 0,880 2,093
0,089 | 0,088 | 0,863 2,094
0,090 0,092 | 0,093 2,104
0,090 | 0,089 | 0,091 2,103

16 | 0,088 | 0,091 | 0,089 2,105

32 | 0,091 0,091 | 0,090 2,126

Tabelle 3.11: Laufzeit und Giite bei verschiedenen Unabhéngigkeitsgraden fiir SRHT. Die Daten-
sitze enthielten jeweils n = 100 Vektoren im d = 100.000 dimensionalen Raum. Die Vektoren des
ydiinnen“ Datensatzes hatten s = 2.000 Nicht-Null-Eintrédge. Die angestrebte Giite betruge;,, = 0,1
mit § = 1/3. Die Laufzeit war bei allen Datensétzen ungeféhr gleich, von daher wird hier nur die

Durchschnittslaufzeit der drei Datensétze gezeigt.

Auswertung In Tabelle 3.11 fillt zundchst auf, dass bei zufilligen Daten sogar eine
Unabhéngigkeit von deg = 1 ausreicht. Dies ist erstaunlich, denn deg = 1 bedeutet bei dem
verwendeten Zufallsgenerator, dass alle erzeugten Zufallszahlen den gleichen Wert haben.
Bei entsprechenden Daten (Datensatz ,worst®) fiihrt jedoch eine zu geringe Unabhéngigkeit
(deg < 2) zu falschen Ergebnissen (das berechnete €,,; = 0,88 ist deutlich groker als das
angestrebte €;,, = 0,1). Es gibt jedoch keinen Grund, eine zu kleine Unabhangigkeit zu
wihlen, denn der Grad der Unabhéngigkeit erh6ht die Laufzeit nur marginal. Dies liegt
daran, dass die Gesamtlaufzeit in O(n-d-logk) liegt und lediglich d Zufallswerte generiert

werden miissen.

Weiterfithrende Tests Mehr als 4-fache Unabhéngigkeit bringt bei den getesteten Da-
ten keine weitere Verbesserung der Ergebnisse. Um zu iiberpriifen, ob 4-fache Unabhén-
gigkeit immer ausreicht, wurde in einem weiteren Experiment eine Hadamard-Matrix als
Eingabematrix verwendet. Das SRHT-Verfahren verwendet bei der Einbettung selbst ei-
ne solche, von daher ist hier am ehesten davon auszugehen, dass 4-fache Unabhéngigkeit
eventuell nicht ausreichen kénnte: Werden zwei (¢ x ¢)-Hadamard-Matrizen miteinander
multipliziert, ist das Ergebnis das ¢-fache der Identitdtsmatrix. Dies ist quasi das Schlimm-
ste, was bei SRHT passieren kann, denn die Multiplikation mit der Hadamard-Matrix soll
eigentlich dafiir sorgen, dass ein gegebenenfalls diinn besetzter Eingabevektor in einen dicht

besetzten umgewandelt wird (und nicht andersrum).



3.5. UNTERSUCHUNG DER BENOTIGTEN UNABHANGIGKEIT 35

Der Test zeigte jedoch, dass auch bei einer Hadamard-Matrix als Eingabe eine Unab-
héngigkeit von deg = 4 ausreicht. Bei geringeren Unabhéingigkeiten schlug die Einbettung
fehl, hohere Unabhéngigkeiten fiihrten zu keiner Verbesserung. Dass bei den Experimenten
der vorherigen Kapitel 4-fache Unabhingigkeit benutzt wurde, war also genau die richtige
Wahl.

3.5.2 Unabhéangigkeit bei KN

Fragestellung Bei dem Einbettungsverfahren von Kane und Nelson gibt es zwei Hash-
Funktionen, dessen Unabhéngigkeiten variiert werden: Zum einem o : [1...d] x [1...s] —
{-1,+1} und zum anderen h: [1...d] x [1...s] = [1...k/s].

Zunichst soll untersucht werden, wie sich die Unabhéngigkeiten der Hash-Funktionen
auf die Qualitdt der Einbettung auswirkt. Anschliefend wird {iberpriift, wie stark sich die

Laufzeit mit zunehmender Unabhéngigkeit erhoht.

Durchfiihrung (Messung der Giite) Tabelle 3.12 zeigt die erreichten e-Schranken
bei drei verschiedenen Datensitzen. Als angestrebte Giite wurde stets €, = 0,1 verwendet.
Somit zeigen Tabellenwerte, die wesentlich gréfer als 0.1 sind, an, dass die Einbettung nicht
erfolgreich war. Die Versagenswahrscheinlichkeit § betrug bei dem ersten Datensatz 1/3,
bei dem zweiten und dritten jeweils 1/100. Entsprechend wurden bei Datensatz 1 fiir jeden
Wert in der Tabelle jeweils 15 Einbettungen berechnet, die schlechtesten 5 ignoriert und
aus den restlichen 10 das arithmetische Mittel gebildet. Die Datenséitze 2 und 3 wurde pro

Tabellenwert 100 mal eingebettet, wobei die besten 99 besten e-Werte gemittelt wurden.

Auswertung (Giite) Zunédchst zur Unabhéngigkeit der Hash-Funktion h: Betrachtet
man den ersten Datensatz, zeigt sich deutlich, dass einfache und zweifache Unabhéngigkeit
nicht ausreichen: Selbst wenn man deg, = 32 wahlt, erreicht die Einbettung nur eine
Giite von €yt = 0,542 bzw. €5y = 0,248, was jeweils grofer als das angestrebte €;, von
0,1 ist. Eine Unabhéngigkeit von deg;, = 4 bringt bereits die optimalen Ergebnisse. Hohere
Unabhangigkeiten wie degp, = 8 oder deg;, = 16 bringen zwar leicht bessere Ergebnisse, dies
sind aber iibliche Schwankungen. Dies kann man auch daran erkennen, dass die Qualitit
der Einbettung bei deg, = 32 wieder geringfiigig schlechter wird.

Bei der Unabhéngigkeit der o-Funktion sieht die Lage etwas weniger eindeutig aus.
Klar ist, dass einfache Unabhéngigkeit definitiv nicht ausreicht, wie man leicht am ersten
Datensatz erkennen kann (e, = 54 » 0,1). Bei zweifacher Unabhéngigkeit und deg;, = 4
wird das angestrebte €, = 0,1 mit €,,+ = 0,114 jedoch fast erreicht. Dass es nicht ganz
erreicht wird, kdnnte zum einen an den bei Zufallsexperimenten typischen Schwankungen
liegen, aber auch daran, dass deg, = 2 tatsdchlich nicht ausreicht. Betrachtet man den
zweiten Datensatz zeigt sich ein &hnliches Ergebnis: Hier erfiillt die Einbettung bei Ver-

wendung von zweifacher Unabhéngigkeit sogar die angestrebte Giite von €;, = 0,1 mit
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worst, n = 100 degy, =2 | degn, = 4 | degp, = 8
deg, =1

degs = 2

deg, = 4

deg, = 8

degs, = 16

degs, = 32

zufillig, n = 100 degn =2 | degp, =4
deg, =1

deg, = 2

deg, = 4

degs = 8

deg, = 16

degs, = 32

worst, n = 2

degs, =1
deg, = 2
degs, = 4
degs, = 8
deg, = 16
deg, = 32

Tabelle 3.12: Qualitit der Einbettung bei verschiedenen Unabhéngigkeitsgraden. Die Parameter
wurden in den drei Tabellen wie folgt gewahlt: d = 100.000; € = 0,1, § = 1/3 (erster Datensatz)
bzw. 6 = 1/100 (zweiter und dritter Datensatz). In der Tabelle sind alle Werte, die grofer als
1,5¢ sind (und damit auf eine nicht ausreichende Unabhéngigkeit hinweisen), rot hinterlegt. Werte

grofer als e sind orange hinterlegt.
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€out = 0,067 (bei degp, = 4). Eine Erhohung auf deg, = 4 verbessert die Ergebnisse dhnlich
wie bei Datensatz 1 geringfiigig, namlich auf 0,050.

Ein eindeutiges Resultat zeigt sich bei Datensatz 3: Erhoht man die Unabhingigkeit
von o von 2 auf 4, verbessern sich die Ergebnisse von €5, = 0,126 auf €5, = 0,029 (bei
Verwendung von degp, = 4). Hohere Unabhéngigkeiten als 4 bringen jedoch keine weitere
Verbesserung: Bei dem ersten Datensatz liegt €+ jeweils bei ungefdhr 0,1, beim zweiten
bei etwa 0,05. Beim letzten Datensatz schwankt €., leicht: So verbessert sich die Giite bei
degnp, = 16 und deg, = 8 auf 0,028, bei deg, = 32 sinkt sie jedoch wieder auf 0,033 ab,
das heifst, es handelt sich hierbei um gewdéhnliche statistische Schwankungen. Ein Blick auf
die Laufzeit soll nun die Frage beantworten, ob es sich  lohnt* nur zwei- statt vierfache

Unabhéangigkeit bei o zu verwenden:

Durchfiihrung (Messung der Laufzeit) Tabelle 3.13 zeigt die Laufzeiten bei zwei
verschiedenen Datensdtzen mit je n = 100 Vektoren und d = 100.000 Dimensionen. Der
erste war voll besetzt und wurde zeilenweise eingebettet, das heifst, dass die berechneten
Hash-Werte n-fach genutzt werden konnten. Beim zweiten sind nur 2% der Werte ungleich
null (s = 2.000), sodass jeder Eintrag der Eingabematrix einzeln eingebettet wurde. Somit
mussten bei der Einbettung der ersten Matrix m = d-b = 2,2-10” Werte der Hash-Funktion
berechnet werden und bei der zweiten m = s-n-b = 4,4-107 (dabei bezeichnet b die Anzahl
der Bereiche, auf die ein Wert abgebildet wird (siehe auch Abschnitt 2.6)). Insgesamt
werden beim ersten Datensatz n-d = 107 Werte eingebettet, bei zweiten Datensatz dagegen

nurn-s=2-10°.

Auswertung (Laufzeit) Aus der Tabelle wird deutlich, dass der Einfluss der verwende-
ten Unabhéngigkeiten auf die Laufzeit sehr unterschiedlich sein kann: Bei der zeilenweisen
Einbettung (oberer Teil der Tabelle 3.13) erhoht sich die Laufzeit von der minimalen Un-
abhéngigkeit (degr, = 1 und deg, = 1) auf die maximale betrachtete Unabhingigkeit
(degp, = 32 und deg, = 32) um nur etwa 130%. Bei dem diinn besetzten Datensatz (unte-
rer Teil der Tabelle 3.13) steigt die Laufzeit dagegen um mehr als das 40-fache. Das heift,
vor allem bei diinn besetzten Daten, die nicht zeilenweise eingebettet werden kénnen, soll-
te eine moglichst geringe Unabhéngigkeit verwendet werden. Durch Tabelle 3.12 wissen
wir, dass degy, = 4 die richtige Wahl ist. Bei deg, stellt sich die Frage, wie stark sich die
Laufzeit bei Verdopplung der Unabhéngigkeit von zweifach auf vierfach erhéht: Bei dem
ersten Datensatz sind dies gerade einmal 1,1%, bei dem zweiten 9%. Ein Blick in Tabelle
3.12 zeigt, dass sich die Giite um mindestens 4% erhoht (erster Datensatz, deg, = 8), im
Durchschnitt um 12% (erster Datensatz, deg, > 4), teilweise aber auch um 80% (drit-
ter Datensatz, degp, = 16). Somit verbessert sich die Qualitidt der Einbettung um mehr

Prozent als die Laufzeit ansteigt. Hinzukommt die Tatsache, dass es durchaus Datensétze
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Typ: ,zufallig® || degp, =1 | degp, = 2 | degn, =4 | degp, =8 | degp, = 16 | degp, = 32
deg, =1 16,03 23,54 26,56 28,13 30,68 35,08
deg, = 2 16,13 23,34 26,38 28,12 30,90 35,22
deg, = 4 16,30 23,84 26,67 28,11 31,23 35,76
dego, = 8 16,60 24,25 27,10 28,86 31,51 35,78
deg, = 16 17,09 24,99 27,60 29,08 31,99 36,40
degy = 32 17,89 25,84 28,48 29,91 32,74 37,27
Typ: ,diinn“ degn =1 | degn, =2 | degy, =4 | degn, =8 | degp, = 16 | degp, = 32
deg, =1 0,52 1,88 3,36 6,07 10,75 18,60
degs = 2 0,75 2,06 3,56 6,33 11,02 18,77
deg, = 4 1,04 2,38 3,88 6,63 11,35 19,16
degs = 8 1,63 2,97 4,46 7,26 11,95 19,76
degy, = 16 2,57 3,87 5,45 8,19 12,95 20,72
degs, = 32 4,15 5,42 7,02 9,80 14,50 22,33

Tabelle 3.13: Laufzeit in Sekunden bei verschiedenen Unabhingigkeitsgraden. Die Parameter
wurden in beiden Tabellen wie folgt gewdhlt: n = 100, d = 100.000; € = 0.1, 6 = 1/100. Der erste
Datensatz (,zufillig”) war voll besetzt und wurde zeilenweise eingebettet. Der ,diinne“Datensatz

enthielt s = 2.000 Nicht-Null-Eintrige pro Vektor, die Einbettung geschah elementeweise.

geben kénnte, bei denen deg, = 2 nicht ausreicht. Aus diesen Griinden sollte auch bei der

Funktion o vierfache Unabhéngigkeit verwendet werden.

3.6 Genauere Untersuchung von CW

Da das Verfahren von Clarkson und Woodruff bei extrem diinn besetzten Daten versagt,
wurde es bei den bisherigen Analysen meistens ignoriert. Im folgenden geht es um die
nihere Untersuchung der Einbettungsmethode CW, das heilst, wann es anwendbar ist und

wie das Laufzeitverhalten aussieht.

3.6.1 Abhingigkeit der Zieldimension von s und n

Fragestellung In Abschnitt 3.2.2 zeigte sich bereits, dass bei hinreichend dicht besetzten
Eingabedaten das CW-Verfahren eine dhnlich gute Dimensionsreduktion wie die anderen

in dieser Arbeit untersuchten Verfahren erreicht.

Durchfiihrung Bei dem folgenden Versuch wurde deshalb das €,,; bei verschiedenen
Kombinationen von s, n und k bestimmt. Da die Zieldimension k in meiner CW-Implementierung
stets auf eine Zweierpotenz aufgerundet wird, wurde die Werte fiir k& direkt als Zweierpo-

tenz gewdhlt. Jeder Datensatz wurde insgesamt neun mal eingebettet. Die Einbettungen
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Abbildung 3.6: Die Graphen zeigen die Giite der CW-Einbettung bei Eingabedaten mit n Vekto-

ren, die jeweils s Nicht-Null-Eintrige hatten. Die Dimension der Vektoren war jeweils d = 20.000.

wurden mit den Originaldaten vergleichen und anschlieffend nach ihrer Giite sortiert. Die
schlechtesten drei Einbettungen wurden ignoriert (d.h. § = 1/3). Der hochste e-Wert der

restlichen sechs Einbettungen bildete das Ergebnis der jeweiligen (s, n, k)-Kombination.

Auswertung Die Diagramme in Abbildung 3.6 zeigen die Ergebnisse dieses Tests. Alle
Kurven fallen, das heifst, je dichter die Eingabedaten besetzt sind, desto genauer wird die
Einbettung. Ob die benotigte Zieldimension k logarithmisch von n abhéngt, kann tiberpriift
werden, indem der Quotient zweier e-Werte bei n; = 100 und no = 1000 und jeweils
konstanten k und s betrachtet wird: Bei logarithmischer Abh#&ngigkeit miisste dieser gleich

1000, 1,22 sein, bei quadratischer Abhingigkeit dagegen 10002 _ 1(). Der linke

In 100 1002
Graph von Abbildung 3.7 zeigt den Quotienten fiir alle € < 0.5, also fiir Einbettungen,

die als ,erfolgreich bezeichnet werden konnen. Finen Wert von 1,22 erreicht kein einziger
Quotient, allerdings sind alle Quotienten deutlich kleiner als 100. Daraus folgt, dass k
nicht in O(logn) liegt, aber auch nicht in Q(n?). Insgesamt sinken die Quotienten mit
zunehmendem s weiter ab, d.h. bei hinreichend grofem s hingt k logarithmisch von n ab.
Bei einer Anzahl von s > sy, = 30 Nicht-Null-Eintrégen liegt der Quotient der meisten

Datenpunkte ungefihr bei héchstens 1,5. Somit kénnte es sein, dass k in O(log? n) liegt.

Zur Uberpriifung der These wurde eine Datenreihe fiir n3 = 10.000 erstellt (siche rechter

Graph von Abbildung 3.6). Der Quotient der e-Werte fiir ny = 1.000 und n3 = 10.000

In 10.000
In 1.000

also erst fiir Daten mit mehr Nicht-Null-Eintrdgen als beim Vergleich zwischen n; = 100

und ng = 1.000 (hier galt die These bereits bei sy, 5, = 30). Betrachtet man den Quotienten

. Inn, , 50 stellt man fest, dass dieser fiir beide betrachteten Testreihen gleich ist, ndmlich
171

In10.000 _ In1.000 0.23
~x U,20.

40 30

miisste demnach kleiner als

~ 1,33 sein. Dies ist etwa bei s = sp,n, = 40 der Fall,
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Abbildung 3.7: Der Graph zeigt die Quotienten der e-Werte bei n = 100 und n = 1.000 bei

verschieden Werten von s.

Zusammenfassend ergibt sich folgendes empirisches Ergebnis: Enthilt jeder Eingabe-
vektor mindestens s > &2 Nicht-Null-Eintriige, so liegt die bendtigte Zieldimension k in

0,23
O(log? n).

3.6.2 Konstanter Faktor der Zieldimension

Fragestellung In diesem Abschnitt soll nun auch fiir das CW-Verfahren der konstante
Faktor fiir die Zieldimension bestimmt werden. Dabei wird zwischen voll und diinn be-
setzten Daten unterschieden: Im ersten Fall liegt & wie auch bei den anderen Verfahren in
O (bg{# - log n) Fiir den zweiten Fall gilt k € O (logE# - log? n), wobei im Folgenden

immer vorausgesetzt wird, dass s > 10 - logyon ist’.

Durchfiihrung Insgesamt wurden die untersuchten Datensétzen auf acht verschiedene
Weisen aufgebaut, wobei die Grofe der Datensitze, die Art und Weise der Eintragsgene-
rierung und die Spérlichkeit der Besetzung variiert wurden. Die (d x n)-Matrizen hatten
eine Groke von (2-10% x 100) oder von (5.000 x 1.000). Die Anzahl der Nicht-Null-Eintriige
betrug bei der Hilfte der Konfigurationen s = 10 - log;,n (diinn besetzt) und bei der
anderen Hélfte s = n (voll besetzt). Als Wertebereich wurden entweder ausschlieflich —1
und +1 Eintridge verwendet oder die Elemente wurden durch eine Gleichverteilung erstellt.
Insgesamt ergeben sich so acht mogliche Kombinationen fiir den Aufbau der Datenséitze.
Von jeder dieser Konfigurationen wurden jeweils drei Datensdtze generiert. Jeder Daten-
satz wurde 15 mal mit €py = 0,1 und = 1/3 eingebettet. Von den 10 besten Einbettungen
wurde aus der gemessenen Giite €y, die Konstante fiir die Zieldimension bestimmt. Zum

Schluss wurde das Maximum fiir jede der acht Konfigurationen berechnet.

Inn = 30 Inn = 3 logigm —

"Dies ist dquivalent zu der obigen Formel, denn es gilt: TwT.000/30 = “ioos = 30 - Tog,o 1000 =

30 - 810" = 10 log,yn
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Auswertung Tabelle 3.14 zeigt die berechneten Konstanten fiir die erwéhnten Daten-
sitze: Fiir voll besetzte Daten ergibt sich somit ein Faktor von etwa 1,6, fiir diinn besetzte
Vektoren ein Faktor von 1,2. Damit reduziert CW bei voll besetzten Eingabedaten die
Dimension des Datensatz bei gegebenem e und § genauso stark wie SRHT, BCH-Sketch
und BCH-Null.

Datensatz 1 2 3 4 | Max
Typ zuféllig | worst | zufillig | worst
n = 100 100 1000 | 1000
d= 20000 | 20000 2000 | 5000
voll besetzt 1,608 | 1,636 1,036 | 1,061 | 1,636
diinn besetzt 1,181 | 0,550 1,076 | 0,759 | 1,181

Tabelle 3.14: Koeffizienten fiir die Zieldimension fiir voll und diinn besetzte Daten. Die Vektoren
der diinn besetzten Daten enthielten bei n = 100 s = 20 und bei n = 1.000 s = 30 Nicht-Null-
Eintrége. Fiir einen einzelnen Tabelleneintrag wurden drei Datensétze mit den entsprechenden
Parametern erstellt. Jeder Datensatz wurde 15 mal eingebettet, wobei die schlechtesten 5 Einbet-
tungen ignoriert wurden (§ = 1/3). Die letzte Spalte zeigt den grofiten Koeffizienten der jeweiligen
Zeile.

3.6.3 Laufzeit von CW

Voriiberlegungen Bei dem CW-Verfahren wird jedes Element des Eingabevektors auf
genau ein Element der eingebetteten Matrix abgebildet. Da die verwendeten Unabhéngig-
keiten der Zufallsfunktionen konstant sind, ergibt sich fiir die Einbettung eines Eintrags
eine konstante Laufzeit. Fiir die Initialisierung muss einmalig eine (n x k)-Nullmatrix er-
stellt werden. Insgesamt wird somit eine Laufzeit von O(n - (s + k)) benétigt. In diesem
Abschnitt geht es nun darum, die Konstante, die hinter der asymptotischen Laufzeit steckt,

zu bestimmen.

Laufzeit Laufzeit pro Element
Initialisierung || 1,60 +0,10s | (2,66 +0,17) - 10~% ms
Einbettung 9,00 £ 1,56 s | (7,50 +1,30) - 10~ ® ms

Tabelle 3.15: Laufzeit fiir die Initialisierung und Einbettung bei dem CW-Verfahren. Die ein-
gebetteten Datensétze hatten n = 12.000 Vektoren im d = 200.000 dimensionalen Raum, wobei
jeder Vektor aus s = 10.000 Nicht-Null-Eintrdgen bestand. Die Dimension der Daten wurde auf
k = 5.000 reduziert. Insgesamt wurden 50 Datenséitze eingebettet und die Laufzeiten gemittelt so-
wie die Standardabweichung berechnet. Die letzte Spalte zeigt die Laufzeit pro Element, das heifst
bei der ,Initialisierung” wurde die Laufzeit durch n -k geteilt und bei der ,,Einbettung® durch n - s.
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Durchfiihrung und Auswertung Die Laufzeitanteile fiir die Initialisierung und Ein-
bettung werden dabei getrennt analysiert. Insgesamt wurden 50 gleich grofe Datensitze
eingebettet und die Laufzeiten gemittelt. Das Ergebnis ist in Tabelle 3.15 zu sehen. Fiir

CW ergibt sich somit eine Laufzeit von

Tew =7,50-107% - n-s4+2,66-107°%-n -k

3.7 Verkettung verschiedener Einbettungsverfahren

Nach den bisherigen Untersuchungen stellt sich nun die Frage: Kann eine Verkettung ver-
schiedener Einbettungsverfahren in bestimmten Anwendungsszenarien sinnvoll sein? Dabei
ist bei einer gegebenen anstrebten Giite sowohl eine hohe Dimensionsreduktion von Inter-
esse, als auch eine geringe Laufzeit. Letztere kann mit den in Abschnitt 3.3.2 und 3.6.3
ermittelten Laufzeitformeln approximiert werden.

Zunéchst wird untersucht, wie sich die Giite € und die Fehlerwahrscheinlichkeit § der

Gesamteinbettung berechnen lisst.

3.7.1 Theorem. Sei D ein beliebiger Datensatz und m sowie mwo zwei Einbettungsver-
fahren mat der Gliite €1 bzw. €2 und der Versagenswahrscheinlichkeit 61 bzw. 2. Wird D
zundchst von m und das Ergebnis anschlieffend von mwy einbettet, dann gilt fir die Ge-

samteinbettung:
a) € =€ + €y + €169

b) 0 =01 + 09 — 0109

Beweis.

a) Bei der Gesamteinbettung mo o gilt fiir die Approximation des Abstandes zwischen

den Vektoren p,qe N:

(1 —e)d —e)|p — ql2 < |m(mi(p)) — m2(m1((@) ]2 < 1 +e)(A + e2)|p — qf2

Der Faktor fiir die Abschitzung nach oben ist damit gleich (1+¢€1)(14+€2) = 1461 +
€9 + €1€2. Fiir die Abschéitzung nach unten gilt: (1 —¢€1)(1—€2) =1—€1 —€a + €169 >

1 — €1 — e — €169. Somit gilt fiir die Gesamtgiite: € = €1 + €2 + €1€9. [l

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Einbettungen erfolgreich waren, liegt bei (1 —
91)(1—02). Somit ist die Versagenswahrscheinlichkeit fiir die Gesamteinbettung gleich
(521—(1—51)(1—52)2514-52—(51(52. ]

Aus Theorem 3.7.1 ldsst sich ableiten, dass eine minimale Zieldimension bei gegebenen

€gegeben NUTr mit einer einfachen Einbettung erreicht werden kann. Denn bei Verwendung
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von zwei Einbettungen bestimmt ez die spitere Zieldimension. Da €2 < €gegeben ist und k
umgekehrt quadratisch von e abhéngt, ergibt sich fiir die zweite Einbettung eine grofsere

Zieldimension als bei der einfachen Einbettung mit € = €gegeben-

Im Folgenden werden nun mehrere Datensétze betrachtet und die Laufzeiten und Ziel-

dimension fiir verschiedene einfache und verkettete Einbettungen berechnet.

Datensatz A || n = 20.000, d = 10°, s = 107

einfache Einbettung Verkettung

e=0,1, =0,333 €1 = 0,0488, 6; = 0,183
T in s k T in s k
SRHT 8.806.218 1.741 11.013.571 11.300
KN 2.611.741 1.088 9.907.586 7.062
CW 15.007 12.930 15.045 83.931

dneu = Sneu = kow
eo = 0,0488, 55 = 0,183
Tin s k
SRHT 924 11.300
KN 83.156 7.062
Optima KN CW || CW+SRHT | CW+KN
Tinh 725 4:10 4:26 27:17
k 1.088 12.930 11.300 7.062

Tabelle 3.16: Laufzeit und Zieldimension fiir einfache und verkettete Einbettung. Die zweite und
dritte Spalte zeigen die einfache Einbettung mit SRHT, KN und CW. In der vierten und fiinften
Spalte wurde der Datensatz verkettet eingebettet, wobei die zweite Einbettung auf dem Ergebnis
von CW arbeitet.

In Tabelle 3.16 wurde ein hypothetischer Datensatz auf verschiedene Weisen eingebet-
tet: Die zweite und dritte Spalte zeigen die Laufzeit und Zieldimension fiir die einfache
Einbettung mit SRHT, KN bzw. CW. Fiir die verkettete Einbettung (vierte und fiinfte
Spalte) wurde die Giite und Fehlerwahrscheinlichkeit so gewéhlt, dass €; = e und 01 = Jo
ist und dass sich eine Gesamtgiite und -fehlerwahrscheinlichkeit wie bei der einfachen Ein-
bettung ergibt. Da CW bei der ersten Einbettung die geringste Laufzeit hat, wurde die
zweite Einbettung auf der CW-Einbettung berechnet. Die letzten drei Zeilen der Tabelle
fassen die relevanten Ergebnisse des Tests zusammen: Wie bereits klar war, wird die ge-
ringste Zieldimension mit der einfachen Anwendung des KN-Verfahrens erzielt. Allerdings
ist eine Rechenzeit von ungefdhr einem Monat (725 Stunden) nicht tolerierbar. CW ist
hier mit gerade einmal vier Stunden erheblich schneller und reduziert die Dimension auf
k = 12.930.
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Das interessante ist nun, dass die Dimension weiter reduziert werden kann, wenn nach
der Anwendung von CW mit SRHT eingebettet wird: Die Dimension sinkt dabei jedoch
nur 12% auf k& = 11.300. Angesichts der Tatsache, dass sich die Laufzeit jedoch gerade
einmal 16 Minuten erh6ht, konnte sich die Verkettung durchaus lohnen, vor allem wenn
die Laufzeit des nachfolgenden Algorithmus exponentiell von der Dimension der Daten
abhéngt. Man muss bei der Verkettung von CW mit SRHT aber erwdhnen, dass die zwi-
schenzeitliche CW-Einbettung mit k-n = 1,68-10° Eintriigen etwa 13 GB Arbeitsspeicher
benétigt®. Verwendet man als zweites Einbettungsverfahren KN statt SRHT, so ergibt sich
eine nochmals kleinere Zieldimension von k = 7.062. Die Laufzeit erh6ht sich jedoch auf

ungefdhr einen Tag.

Letztendlich haben alle vier m6glichen Methoden ihre Berechtigung: Eine kleinere Ziel-
dimension fiihrt bei Datensatz A zu einer ldngeren Rechenzeit und umgekehrt. Es ergibt
sich folgendes Ranking mit steigenden Laufzeiten bzw. sinkenden Zieldimensionen: CW,
CW+SRHT, CW+KN, KN. Welche Methode nun die Beste ist, hingt vom jeweiligen
Anwendungsfall ab: Hingt die Laufzeit des nachfolgenden Algorithmus linear von der Di-
mension ab, ist wahrscheinlich CW oder CW+SRHT die richtige Wahl. Wenn die Laufzeit
dagegen exponentiell mit der Dimension steigt und generell sehr grofs ist, ist voraussichtlich
CW+KN oder vielleicht sogar KN die bessere Wahl.

Datensatz B | n =107, d = 10°, s = 1.000

einfache Einbettung Verkettung
e=0,1,0=0,333 €1 = 0,0488, 6; = 0,183
Tins k Tins k
SRHT 4.690.501.908 | 2.833 || 5.794.178.863 18.391
KN 223.170 | 1.771 822.426 11.494
CW 9.860 | 34.249 59.887 222318

dneuw = kcw, Snew = S
€2 = 0,0488, J, = 0,183

Tins k
SRHT 1.288.153 18.391
KN 820.797 11.494
Optima KN CW CW+SRHT | CW+KN
Tinh 62 2:44 374 245
k 1.771 | 34.249 18.391 11.494

Tabelle 3.17: Laufzeit und Zieldimension fiir einen sehr diinn besetzten Datensatz. Der Aufbau
der Tabelle ist analog zu Tabelle 3.16.

®Dies gilt bei der Verwendung von Fliefkommazahlen mit 8 Byte (Typ double bei C++)
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Der zweite untersuchte Datensatz enthielt deutlich mehr Vektoren mit sehr viel diinne-
rer Besetzung. Ein Blick auf die letzten Zeilen von Tabelle 3.17 macht deutlich, dass hier
eine Verkettung keinen Sinn ergibt: Sowohl die Laufzeit als auch die Zieldimension sind
bei KN geringer als bei Verkettung zweier Einbettungsverfahren.

Die diinne Besetzung des Datensatzes B verhindert, dass eine Verkettung der Einbet-
tungsverfahren niitzlich sein kann: Nach Anwenden des CW-Verfahrens liegt die Anzahl der
Nicht-Null-Eintréige pro Vektor immer noch bei annihernd syey &~ 1.000.% Somit ergeben
sich fiir das KN-Verfahren durch die verkettete Einbettung keine Vorteile. Auch die Metho-
de CW+SRHT ist uninteressant, da die Dimension der Vektoren nach der CW-Einbettung
mit dpey = 222.318 noch deutlich grofer ist als die Anzahl der Nicht-Null-Eintrige mit
Sneu < 1.000. Da SRHT die diinne Besetzung nicht ausnutzt, ergibt sich eine recht hohe
Laufzeit.

Im Gegenschluss bedeutet dies, dass sich bei einer Matrix mit noch héherer Dimensi-
onszahl als bei Datensatz A und entsprechend mehr Nicht-Null-Eintrigen die Verkettung
besonders lohnen miisste. Zur besseren Vergleichbarkeit sollte der Speicherverbrauch der

Eingabedaten gleich bleiben, das heifst n - s sollte konstant bleiben.

Datensatz C || n =200, d = 10", s = 10°

einfache Einbettung Verkettung
e=0,1,6 =0,333 €1 = 0,0488, 6; = 0,183
T in s k T in s k
SRHT 8.068.063 931 10.273.076 6.033
KN 1.338.953 582 5.340.781 3.771
CW 15.000 3.701 15.000 23.975

dneu = Sneu = kow
€2 = 0,0488, 95 = 0,183

T in s k
SRHT 2 6.033
KN 128 3.771
Optima KN CW || CW+SRHT | CW+KN
Tinh 371 4:10 4:10 4:12
k 582 3.701 6.033 3.771

Tabelle 3.18: Laufzeit und Zieldimension fiir einen hochdimensionalen Datensatz mit wenig Vek-
toren. Der Aufbau der Tabelle ist analog zu Tabelle 3.16.

Das Ergebnis fiir diesen Test zeigt Tabelle 3.18: Erstaunlicherweise lohnt sich eine Ver-

kettung wiederum nicht, diesmal aber aus einem anderen Grund: Das einfache Anwenden

“Treten bei der CW-Einbettung keine Kollisionen auf, gilt sye, = 1.000. Ansonsten ist speq < 1.000.
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von CW liefert eine kleinere Zieldimension als die verketteten Methoden. Die Ursache da-
fiir ist die geringe Anzahl an Vektoren: Grundsétzlich lohnte sich die Verkettung von CW
mit anderen Verfahren, weil die Zieldimension bei CW quadratisch von Inn abhingt. Ist
n jedoch wie Datensatz C klein, ist auch der zusitzliche Faktor Inn nicht besonders grok.
Hinzu kommt, dass die zweite Einbettung eine generell grofere Zieldimension liefert, als es
bei einer einfachen Einbettung der Fall wire, da bei der betrachteten Verkettung es < % ‘€
ist und Jo < §p ist. Zusammen mit den konstanten Faktoren fiir die Berechnung der Zieldi-
mension ergibt sich dann eine hohere Zieldimension bei Verkettung als wenn eine einfache
Einbettung mit CW vorgenommen wird.

Datensatz A war somit fiir die verkettete Einbettung optimal geeignet: Weder die An-
zahl der Vektoren noch die Anzahl der Nicht-Null-Eintrdge war zu klein. Hinsichtlich des
Speicherverbrauchs war Datensatz A aber bereits grenzwertig: Die Zwischeneinbettung
benétigte 13 GB Arbeitsspeicher; fiir den Linux-Rechner, auf dem ich meine Experimente
durchfiihrte, wire dies bereits zu viel gewesen. Ist n wesentlich grofer (z.B. um Faktor 10),
muss liber Alternativen nachgedacht werden, da der Speicherverbrauch der Zwischenein-
bettung linear mit n steigt.

Liegen die Originaldaten spaltenweise gespeichert vor, kénnte man jeden Vektor einzeln
einbetten und anschliefend auf einer Festplatte zwischenspeichern. Die zweite Einbettung
verarbeitet dann die auf der Festplatte gespeicherte Zwischeneinbettung. Die Abhéngigkeit
von n féllt somit weg und damit auch das Speicherproblem.

Bisher wurden nur die Parameter n, d und s des Datensatzes variiert, jedoch nicht die
Einbettungsparameter € und 4. In Tabelle 3.19 wurde der Datensatz A mit € = 0,01 und
0 = 1/10 eingebettet. Die Laufzeit von KN erhoht sich dadurch auf mehrere Monate, so-
dass das Verfahren in diesem Fall unbrauchbar wird. Bei der Verkettung von CW mit KN
ergibt sich das gleiche Problem. Somit sind nur noch die Varianten CW und CW+SRHT
von Interesse. Letztere hat eine um etwa 30% geringere Zieldimension als CW, aber auch
eine deutlich hohere Laufzeit von ungefihr 11 Stunden gegeniiber 4 Stunden bei CW. Im
Vergleich zu Tabelle 3.16 kann man also festhalten, dass kleinere e- und J-Werte zwar die
Laufzeit der CW+SRHT-Variante erhéhen, aber auch die relative Reduktion der Zieldi-
mension gegeniiber der einfachen CW-Einbettung verbessern.

Bei den sehr kleinen e- und d-Werten, wie sie hier in Tabelle 3.19 verwendet wurden,
ergibt sich jedoch ein anderes Problem, das bereits in schwécherer Form in Tabelle 3.16
auftrat: Die Zwischeneinbettung hat eine Dimension von fast 1,6 Millionen und bendtigt
somit 235 GB Speicher. Es gibt durchaus Rechner, die entsprechend viel Hauptspeicher
haben!®, aber in der Regel diirfte es notwendig sein, die erste Einbettung spaltenweise
vorzunehmen. Im Gegensatz zu Tabelle 3.16 verbraucht aber auch die zweite Einbettung
mit circa 32 GB noch sehr viel Speicher, das heifst die gewdhlten Einbettungsparameter

wiirde man in der Praxis nur dann wéahlen, wenn der benutzte Rechner ebenso viel Speicher

Der SPARC T4-1 von Oracle unterstiitzt beispielsweise bis zu 512 GB Arbeitsspeicher
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Datensatz A || n = 20.000, d = 10%, s = 107

einfache Einbettung Verkettung
e=0,03,0=0,1 €1 = 0,0149, 6; = 0,0,0513
T in s k T in s k
SRHT 12.521.167 | 40.540 14.474.946 212.269
KN 24.851.711 | 25.337 75.461.057 132.668
CwW 15.160 | 301.114 15.839 1.576.651

dneuw = Sneu = kcw
€5 = 0,0149, 65 = 0,0,0513

T in s k
SRHT 22.822 212.269
KN 11.897.577 132.668
Optima KN CW || CW+SRHT CW+KN
Tinh 6903 4:13 10:44 3309
k 25.337 | 301.114 212.269 132.668

Tabelle 3.19: Laufzeit und Zieldimension fiir die Einbettung von Datensatz A bei Verwendung
besserer Giitewerte und einer geringen Versagenswahrscheinlichkeit. Der Aufbau der Tabelle ist

analog zu Tabelle 3.16.

zur Verfiigung hat. Denn schlieflich ist das primére Ziel von Einbettungen die Datengroie
soweit zu verringern, dass sie von nachfolgenden Algorithmen verarbeitet werden kénnen

ohne dafiir auf ein langsamen Massenspeicher wie eine Festplatte zugreifen zu miissen.

Mochte man das gegebene € nicht erh6hen, aber trotzdem die Dimension der zweiten
Einbettung verringern, kénnte man in dem gegebenen Szenario e€o auf 0,025 erhéhen. Im
Gegenzug wird €1 auf 0,00488 verkleinert, sodass die Gesamteinbettung eine Giite von
0,03 beibehalt. Als Folge verringert sich die Zieldimension der CW-+SRHT-Variante von
212.269 auf 75.292 und damit der Speicherverbrauch auf etwa 11 GB — ein sehr positives
Ergebnis. Kostenlos ist dieser Gewinn jedoch nicht: Durch das sehr kleine €; vergrofert sich
die Dimension der Zwischeneinbettung auf 14,7 Millionen und damit der Speicherverbrauch
auf 2,1 TB. Als Folge steigt auch die Rechenzeit der nachfolgenden SRHT-Einbettung:
Insgesamt bendtigt die verkettete Einbettung nun 60 Stunden.

Dieses Gedankenexperiment zeigt, dass es keinesfalls immer sinnvoll ist €; und ez gleich
zu wahlen. Durch Erhohung von ey und entsprechender Verringerung von e; kann bei
gleich bleibender Gesamtgiite die Zieldimension der verketteten Einbettung auf Kosten der
Rechenzeit stark gesenkt werden. Dies ist auch auf die Versagenswahrscheinlichkeit d; und
09 libertragbar. Allerdings ist hier der Effekt geringer, da die Zieldimension logarithmisch

statt quadratisch von dem Parameter abhangt.
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Zusammenfassend lédsst sich qualitativ feststellen, dass sich die Verkettung von CW
mit SRHT oder KN bei sehr grofen Datensétzen durchaus lohnt. ,;Grofs bezieht sich dabei
sowohl auf die Vektorenanzahl n als auch auf die Anzahl der Nicht-Null-Eintrige s. Ist n
besonders grof und/oder € bzw. § besonders klein, muss beriicksichtigt werden, dass die
Zwischeneinbettung viel Speicher bendtigt. Die erste Einbettung muss somit ggf. spalten-
weise vorgenommen werden, sodass die eingebetteten Vektoren in einem Massenspeicher

zwischengespeichert werden kénnen.
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Fazit

In dieser Arbeit wurden lineare ls-Einbettungen von diinn besetzten Eingabedaten hin-
sichtlich ihrer Laufzeit, ihrer Dimensionreduktion und der benotigten Unabhingigkeit ex-
perimentell untersucht. Dabei ergaben sich die folgenden Ergebnisse:

Zunéchst (Abschnitt 3.2.1) wurden die konstanten Faktoren der Zieldimension be-
stimmt. Dabei fiel der geringe Koeffizient von 1,0 beim Verfahren von Kane und Nelson
auf — alle anderen Einbettungsmethoden kamen auf einen Koeffizienten von 1,6. Bei der
Einbettung von Clarkson und Woodruff konnte bewiesen werden, dass es Datensétze gibt,
fiir die die Zieldimension k in Q(n?) liegt.

Bei der Untersuchung der Laufzeit (Abschnitt 3.3) stellten sich die auf zufélligen
Rademacher-Matrizen basierenden Verfahren BCH-Sketch und BCH-Null als uninteres-
sant heraus: In jedem Fall war die Einbettung von Kane und Nelson schneller. In den
darauf folgenden Experimenten konnten fiir SRHT und KN mehr oder weniger exakte For-
meln zur Vorhersage der Laufzeit bestimmt werden. Qualitativ kann man sagen, dass bei
hinreichend diinn besetzten Eingabedaten das KN-Verfahren in kiirzerer Zeit einbettet als
die schnelle Johnson-Lindenstrauss-Transformation (SRHT).

Die Untersuchung der Dimensionsreduktion (Abschnitt 3.4) brachte keine wirklich neu-
en Erkenntnisse: Letztendlich konnte die Aussage aus Abschnitt 3.2.1 bestétigt werden,
dass KN die Dimension am stirksten reduziert.

Bei der Uberpriifung der Unabhiingigkeit (Abschnitt 3.5) stellte sich heraus, dass bei al-
len Zufallsvariablen der Einbettungsverfahren vierfache Unabhéngigkeit ausreicht. Hohere
Unabhéngigkeit bringt keine Vorteile, geringere Unabhingigkeit fiihrt bei entsprechenden
Eingabedaten zu unbrauchbaren Einbettungen.

Sehr interessante Ergebnisse lieferte die genauere Untersuchung der Einbettung von
Clarkson und Woodruff (Abschnitt 3.6): Wenn man weifs, dass die Eingabevektoren hinrei-
chend dicht besetzt sind, kann man das CW-Verfahren anwenden, ohne eine quadratisch
von n abhéngende Zieldimension zu wihlen. Die ist ein niitzliches Resultat, denn CW ist
nochmals deutlicher schneller als die Einbettungsverfahren SRHT und KN.

49
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Aufschlussreich war auch der letzte Abschnitt (3.7) des experimentellen Teils: Hier ging
es um die Frage, ob eine Verkettung verschiedener Einbettungsverfahren sinnvoll sein kann.
Diese Frage konnte mit ,,ja“ beantwortet werden: Bei sehr grofien Datensétzen lohnt es sich
zundchst das CW-Verfahren anzuwenden und anschliefend das Ergebnis mit SRHT oder
KN einzubetten. Die Zieldimension ist zwar stets gréfer als bei einfacher Einbettung mit
KN, jedoch ist auch die Laufzeit bei verketteter Einbettung um ein Vielfaches geringer.

Es gibt zahlreiche M&glichkeiten im Bereich der linearen Einbettungen weiter zu for-
schen. Beim Einbettungsverfahren von Clarkson und Woodruff wére es wiinschenswert die
empirischen Ergebnisse theoretisch zu untermauern. Interessant wére auch ein praxisori-
entierter Laufzeitvergleich bei einem konkreten Anwendungsfall. Bei der Clusteranalyse
kénnte man untersuchen, ab welche Datengrofse sich das Einbetten trotz des entstehenden
Overheads lohnt. Die Forschung im Bereich der linearen Einbettungen ist also bei Weitem

noch nicht abgeschlossen.



Anhang A

Notation

A.0.1 Symbole

[m]  Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis m
|x|2  Euklidische Lénge des Vektors z

R Menge der reellen Zahlen

E[X] Erwartungswert der Zufallsvariablen X

A.0.2 Variablen

n Anzahl der Vektoren im Datensatz

d Dimension der Vektoren

S Anzahl der Nicht-Null-Eintrége pro Vektor

k Zieldimension (Dimension der eingebetteten Vektoren)

€ Genauigkeit der Einbettung: (1 &+ €) Approximation der paarweisen Abstinde
€in Angestrebte Genauigkeit

€out Tatséchliche Genauigkeit

) Versagenswahrscheinlichkeit

N Menge aller Vektoren im Datensatz

p,q,x Fin Vektor im Datensatz
T Einbettungsfunktion (7 : RY — R¥)

A.0.3 Abkiirzugnen fiir Einbettungsverfahren

BCH-Sketch  Voll besetzte Rademachermatrizen
BCH-Null Zu einem Drittel besetzte Rademachermatrizen

SRHT Schnelle Johnson-Lindenstrauss Transformation
CW Diinn besetzte Einbettungsmatrix von Clarkson und Woodruff
KN Einbettungsverfahren von Kane und Nelson

o1

(siehe Seite 6)
(siehe Seite 6)
(siehe Seite 7)
(siehe Seite 9)
(siehe Seite 9)
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A.0.4 Spezielle Variablen bei bestimmten Einbettungsverfahren

ST oOgUw

Rademachermatrix

Auswahl-Matrix

Hadamard-Matrix

Diagonal-Matrix mit zufilligen Eintrigen

Anzahl der Bereiche

Hashfunktion (h : [d] x [b] — [k/b]) fiir die Abbildung
auf einen Index innerhalb eines Bereichs
Hashfunktion (o : [d] x [b] — {—1,+1}), die festlegt,

ob addiert oder subtrahiert wird

BCH-Sketch, BCH-Null
SRHT

SRHT

SRHT

KN

KN

KN
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