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1 Einleitung

Heutzutage ist es keine Seltenheit mehr, dass Datensétze potentiell sehr hoch dimensio-
niert sind und sehr viele Datenpunkte oder Variablen enthalten. Moderne Rechner sind
héaufig noch nicht in der Lage solche Datensétze in einer angemessenen Zeitspanne zu
verarbeiten, wenn dies iiberhaupt moglich ist. Das Mooresche Gesetz besagt, dass sich
die Rechenleistung in etwa alle zwei Jahre verdoppelt. Je besser und vor allem kleiner
die Prozessoren werden, umso schwerer ist dies zu erreichen. In dem Artikel ,, More than
Moore“ (Waldrop 2016) gibt der Autor an, dass sich diese Verbesserungen in den néchsten
Jahren, in aller Voraussicht, auf die bisherige Weise nicht mehr erreichen lassen werden.
Das Wachstum von Datenmengen wird laut Gantz und Reinsel (2012) diese Entwicklung
hingegen einhalten und das digitale Datenvolumen wird sich bis zum Jahre 2020 alle zwei
Jahre verdoppeln. Daher ist es nicht moglich, grofle Datenmengen nur iiber technische
Entwicklung zu bewéltigen, sondern es bedarf neuen Verfahren um dies zu tun. In der In-
formatik gibt es fiir Regressionsverfahren den Ansatz, fiir die Reduktion von Datenséitzen
eine Stichprobe der Beobachtungen aus den Daten zu entnehmen und die Beobachtungen
dabei proportional zu den Leverage Scores in die Stichprobe aufzunehmen.

Ein Anwendungsgebiet in dem regelméfiig betridchtliche Datenmengen anfallen ist
die Genetik. Das menschliche Genom ist sehr umfangreich und daher kénnen geneti-
sche Datensétze schnell zehntausende von Datenpunkten enthalten. Ein Einzelnukleotid-
Polymorphismus, im Englischen Single Nucleotide Polymorphism, abgekiirzt mit SNP
(Snips gesprochen) ist die Verdnderung eines einzelnen Basenpaares in einem DNA-Strang.
Diese stehen in Verdacht, vor allem seltene Krankheiten auszulosen. Eine Besonderheit
von SNP-Daten ist, dass ein SNP alleine meistens nicht fiir das Bilden einer Krankheit
verantwortlich ist, sondern erst wenn mehrere SNPs in gewissen Wechselwirkungen vorlie-
gen. Ein Verfahren, das speziell fiir die Suche von komplexen Wechselwirkungen gedacht
ist, ist die logische Regression. In dieser Arbeit geht es darum, Datensétze fiir die logi-
sche Regression zu reduzieren, entsprechend den Rechenaufwand bzw. die Rechenzeit zu
verringern und trotzdem noch gute Ergebnisse zu erzielen.

Es wird sich zeigen, dass die Leverage Scores grundsétzlich beim selektieren von Be-
obachtungen und Variablen helfen kénnen. In jeder Datensituation ist es moglich, eine
Gewichtung der Leverage Scores zu finden, die dazu fiihrt, dass es eine Verbesserung
bei den angepassten Modellen gibt, im Vergleich dazu die Beobachtungen oder Variablen
durch eine einfache Zufallsauswahl zu wahlen. Weiter helfen die Leverage Scores dabei,
in der Gruppe der Erkrankten weniger stark besetzte Untergruppen besser zu finden. Im
Kontext der Variablenselektion sind vor allem die Cross Leverage Scores mit der abhéngi-
gen Variable dazu geeignet, die wichtigen Einflussvariablen zu identifizieren.

Diese Arbeit ist wie folgt strukturiert: Im n#chsten Kapitel werden die Problemstel-
lung und die Ziele dieser Arbeit genauer vorgestellt. Im dritten Kapitel wird die logische
Regression eingefiihrt. Dazu werden die Grundlagen wie Logikausdriicke und Logikbaume

eingefiihrt, das logische Regressionsmodell formal definiert und der logicFS-Algorithmus



vorgestellt, um das Modell an die SNP-Daten anzupassen. Das vierte Kapitel beschéftigt
sich mit SNP-Daten, deren Besonderheiten und welche Daten fiir diese Arbeit verwendet
werden. Das fiinfte Kapitel bildet den Hauptteil dieser Arbeit und beschéftigt sich mit
der Reduktion der Datensétze. Darin wird einfithrend das Vorgehen zum Reduzieren der
Datensétze vorgestellt und in diesem Zusammenhang die Leverage Scores erklart. Das
Kapitel ist weiter unterteilt in die beiden Félle, die bei SNP-Daten auftreten konnen:
einmal die Situation, dass mehr Beobachtungen als Variablen vorliegen und dass es mehr

Variablen als Beobachtungen gibt.

2 Problemstellung und Zielsetzung

Es kommt haufig vor, dass Datensédtze von enormen Umfang vorliegen. Durch immer
bessere Techniken und stédrkere Vernetzungen, nicht zuletzt durch das Internet ist es
inzwischen moglich, Datensétze von iiberwéltigenden Ausmaflen in nur wenigen Sekunden
zur Verfiigung zu haben. Insbesondere gilt dies fiir die Genetik. Mit immer feineren und
besseren Verfahren ist es moglich, grofle Teile des menschlichen Erbgutes zu entschliisseln.
Spezielle Projekte wie das HapMap-Projekt (siehe etwa Graw 2015, S. 512) und das
1000 Genomes Projekt (The 1000 Genomes Project Consortium 2015) haben sich genau
diesem Ziel verschrieben. Die Analyse und der Umgang mit solchen grofien Datenmengen
stellt immer noch eine Herausforderung dar. Ziel ist es, die Daten in einer angemessenen
Zeit ,gut genug® zu analysieren. Was dies bedeutet und wie sich dies eventuell erreichen
lasst, ist Aufgabe der Forschung. Es geht darum, Mittel und Verfahren zu finden bzw. zu
untersuchen, die dazu geeignet sind.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem Thema, hochdimensionale Datensétze fiir die
logische Regression zu reduzieren. Ein héufiges Anwendungsgebiet fiir die logische Re-
gression findet sich in der Genetik bei sogenannten SNP-Daten (siche Kapitel . Dabei
handelt es sich um die Anderung eines einzelnen Basenpaares in einem DNA-Strang. Diese
Anderungen kommen relativ héufig vor und stehen im Verdacht, seltene Erkrankungen
wie etwa Krebs auszulosen. Da SNPs sich haufig gegenseitig beeinflussen und somit in
Wechselwirkung zueinander stehen, bietet sich zu deren Auswertung die logische Regres-
sion an, da dieses Regressionsverfahren speziell nach Wechselwirkungen hoher Ordnung
sucht (siehe Kapitel . Bei der logischen Regression geht es darum, Kombinationen von
binéren Variablen zu finden, die einen Einfluss auf die Zielgréfle haben. Bei der Zielgrofie
handelt es sich hdufig um eine Art von Klassifikation wie der Status: ,,die Krankheit liegt
vor® bzw. ,,die Krankheit liegt nicht vor®.

Als grundlegende Situation geht es um Datensétze mit n Personen (Beobachtungen).
An jeder Person werden insgesamt d SNPs (Variablen) bestimmt. Aufgrund der besonde-
ren Gegebenheit von SNP-Datensétzen sind zwei Situationen méglich: es gibt mindestens
so viele Personen wie SNPs und somit ist n > d oder es gibt mehr SNPs als Personen

und somit ist n < d. Im zweiten Fall wird es sogar haufig der Fall sein, dass es deut-



lich mehr SNPs als Personen gibt. Grund fiir diese zwei Situationen ist der grofle Um-
fang des menschlichen Genoms, der weit in die zehntausende reicht. Somit kann es etwa
sein, dass eine Auswahl von SNPs, von denen vermutet wird Ausloser einer bestimm-
ten Krankheit zu sein, an einer Personengruppe bestimmt wurde, etwa im Rahmen einer
Fall-Kontroll-Studie. Im néchsten Schritt geht es dann darum, zu identifizieren welche
Wechselwirkungen zwischen den SNPs potentiell fiir die Krankheit verantwortlich sind.
Andersherum kann es etwa darum gehen (wie bei dem HapMap-Projekt) eine Sammlung
des menschlichen Genoms anzulegen, ohne eine a priori Vermutung iiber die Einfliisse der
SNPs aufzustellen. Diese Dichotomie des Datenmaterials fithrt dazu, dass es in diesen
beiden Féllen um unterschiedliche Problemstellungen geht.

Der Grund fiir die Unterscheidung der beiden Félle ist die Verwendung der Leverage
Scores. Die logische Regression selbst ist nicht darauf angewiesen, dass es mehr Beob-
achtungen n als Variablen d gibt (anders als etwa in der linearen Regression). Fiir die
Berechnung der Leverage Scores ist es jedoch notwendig, dass n > d ist (siche Kapitel
51).

In dem Fall n > d geht es darum, aus einem gegebenen Datensatz eine Stichprobe vom
Umfang n’ (n’ < n) zu ziehen, anhand derer ein logisches Regressionsmodell angepasst
wird. Untersucht werden soll, ob es einen Einfluss hat, die Beobachtungen proportional zu
ihren Leverage Scores in die Stichprobe aufzunehmen, im Vergleich dazu jede Person mit
der selben Gewichtung zu wéhlen. Als Referenz fiir die Giite des Modells wird die Klassifi-
kationsrate k des Modells verwendet. Das Modell wird an der sogenannten Lernstichprobe
vom Umfang n’ angepasst und die restlichen n” = n —n’ Beobachtungen des Datensatzes
die nicht Teil der Lernstichprobe sind, mit dem Modell evaluiert und entsprechend klas-
sifiziert. Der Anteil der richtig klassifizierten Personen bildet die Klassifikationsrate. Je
hoher diese ist, desto besser ist die Giite des Modells. Die Klassifikationsrate liegt zwischen
0 und 1 bzw. bildet einen Prozentanteil, wobei ein Wert von 1 bedeutet, dass 100% der
Beobachtungen richtig klassifiziert werden und ein Wert von 0, dass 0% der Beobachtun-
gen richtig klassifiziert werden. Der Referenzwert fiir die Klassifikationsrate ist der Wert
0,5 bzw. 50%. Bei einer Klassifikationsrate von 50% ist das Modell in dem Sinne unge-
eignet, dass es genauso gut moglich wére, die Personen mit der selben Wahrscheinlichkeit
zufillig in die Klassen einzuteilen. Bei einer komplett zufilligen Klassifikation wiirden bei
zwei gleichstark besetzten Klassen, erwartet etwa 50% der Personen richtig klassifiziert.
Bei einer Rate von unter 50% wiire es bei der Klassifikation in zwei Klassen moglich, die
Vorhersage des Modells umzukehren und somit eine Richtigklassifizierung von iiber 50%
zu erhalten. Mit K wird die absolute Anzahl von richtig klassifizierten Beobachtungen
bezeichnet.

Bei dem Fall n < d geht es nicht mehr darum Personen fiir eine Stichprobe pro-
portional zu ihren Leverage Scores zufillig in die Stichprobe aufzunehmen, sondern eine
Stichprobe von Variablen vom Umfang d’' (d' < d) zu entnehmen und anhand derer, ein

logisches Regressionsmodell anzupassen. Es geht somit effektiv um eine Variablenselek-



tion mit Hilfe der Leverage Scores. Die Anzahl der Personen in dem Datensatz bleibt
in diesem Fall unveréndert. Weiterhin soll als Giitemafl die Klassifikationsrate verwendet
werden. Da es jedoch nicht moglich ist, wie im obigen Fall beschrieben, fiir die Stichprobe
die iibriggebliebenen Beobachtungen zu verwenden, ist es notig, die Lern- bzw. Teststich-
probe vorher zufillig zuzuteilen. Nachdem die Personen zufillig in diese zwei Stichproben
eingeteilt wurden, wird anhand der d’ selektierten Variablen ein logisches Regressionsmo-
dell mit den Personen der Lernstichprobe angepasst und die Personen der Teststichprobe
anschlieffend klassifiziert.

In beiden Féllen wird im Rahmen dieser Arbeit untersucht, ob die Leverage Scores
einen positiven Einfluss auf die Wahl der Beobachtungen bzw. Variablen im dem Sin-
ne haben, dass sich die Klassifikationsrate durch die Wahl anhand der Leverage Scores
verbessert und welche Modelle sich durch diese Auswahl ergeben.

Entstanden ist diese Arbeit im Rahmen des Sonderforschungsbereiches 876 ,, Verfiighar-
keit von Information durch Analyse unter Ressourcenbeschréinkung“E]7 in dem Teilprojekt
C4 ,Regressionsverfahren fiir sehr grofle, hochdimensionale Daten“ an der Technischen
Universitdt Dortmund, im Zeitraum vom Juli bis Dezember 2016.

Samtliche Berechnungen und Grafiken in dieser Arbeit sind mit der Statistik Software
R in der Version 3.3.1 erstellt worden (R Core Team 2016).

3 Die logische Regression

Die logische Regression (logic regression) ist eine Form der Regressionsanalyse mit binéren
Einflussvariablen (Ruczinski et al. 2003, S. 475ff). Ziel der logischen Regression ist, die
abhéngige Variable des Regressionsmodells durch Kombinationen von bindren Einfluss-
variablen auszudriicken. Bei vielen Regressionsverfahren ist es héufig der Fall, dass die
Zielvariable als eine einfache Kombination (linear oder durch eine Link-Funktion) der
Einflussvariablen ausgedriickt wird und Wechselwirkungen zwischen den Variablen nie-
drig gehalten werden. Jedoch kann es vorkommen, dass besonders Wechselwirkungen ho-
her Ordnung fiir den Einfluss der Variablen auf die Zielvariable verantwortlich sind. Dies
kann etwa bei bindren Einflussvariablen der Fall sein. Ein gutes Beispiel dafiir und da-
her auch besonderes Augenmerk dieser Arbeit sind SNP-Daten (siche Kapitel [4). Bei
genetischen Daten sind héufig die Einfliisse einzelner Gene und vor allem deren Wechsel-
wirkungen ausschlaggebend fiir das Bilden (seltener) Krankheiten. Eine Analyse sémtlich-
er potentieller Wechselwirkungen und Kombinationen von Wechselwirkungen stellt eine
grofle Herausforderung dar, vor allem bei sehr grofien Datensétzen.

Formal geht es darum, fiir eine Anzahl d binédrer Einflussvariablen Xi, ..., Xy, eine
bessere Vorhersage fiir die abhéngige Variable Y durch die Einflussvariablen zu erhalten,

indem neue Einflussvariablen L, .., L,, konstruiert werden, die Kombinationen der binédren
Einflussvariablen bilden, wie beispielsweise: ,, X7, X5, X3 UND X, sind WAHR (gleich 1)“

thttp:/ /sfb876.tu-dortmund.de/index.html



oder , X5 ODER Xg ABER NICHT X; sind WAHR (gleich 1)“ (vgl. Ruczinski et al.
2003, S. 475). Die Beziehung des Verfahrens zu solchen Logikausdriicken fiihrt zu ihrer
Namensgebung.

Ein Uberblick anderer Verfahren, bindre Daten zu modellieren findet sich bei Ruczin-
ski et al. (2003, S. 479f). Diese Verfahren verwenden héufig Entscheidungsbaume bzw.
Entscheidungsregeln basierend auf Booleschen Funktionen.

Dieses Kapitel stellt die logische Regression vor. Im ersten Unterkapitel werden die
Grundlagen fiir die logische Regression gelegt, in erster Linie Logikausdriicke und damit
verbunden deren Darstellung als Logikbdume. Das zweite Unterkapitel stellt das logisch-
e Regressionsmodell formal vor. AbschlieBend geht es um das Anpassen logischer Re-
gressionsmodelle und in diesem Zuge um das Simulated-Annealing und im Kontext von
SNP-Daten den logicF'S-Ansatz.

3.1 Logikausdriicke

Bei der logischen Regression geht es darum, Kombinationen von Bindrvariablen zu fin-
den, die eine gute Vorhersage fiir die Zielvariable geben. Der nachfolgende Abschnitt iiber
Logikausdriicke basiert auf Ruczinski et al. (2003, S. 477ff). Kombinationen binérer Varia-
blen sind Verkniipfungen Boolescher Logikausdriicken der Form L = (X; A X5)V X$ (vgl.
Ruczinski et al. 2003, S. 477). Boolesche Variablen und Ausdriicke sind solche, die nur zwei
mogliche Zusténde (wie bei Bindrvariablen der Fall) annehmen kénnen. Der Ausdruck L
liest sich: ,X; UND X, sind WAHR ODER X3 ist NICHT WAHR*. Als Kombination
binédrer Variablen ist der Ausdruck entsprechend wieder bindr. Dies bedeutet, dass der
Ausdruck den Wert 1 (Wahr) annimmt, wenn die Bedingungen erfiillt sind und den Wert
0 (Falsch) andernfalls. Nachfolgend findet sich eine Einfiihrung in die Boolesche Algebra

basierend auf der Formulierung von Ruczinski et al. (siche Ruczinski et al. 2003, S. 477):

e Die einzigen Werte, die angenommen werden koénnen, sind 1 und 0, sinngeméf als

Wahr und Falsch, Ja und Nein oder An und Aus zu verstehen.

e Die Variablen werden mit X; ausgedriickt. Der Index ¢ gibt an, um welche Variable
t =1,...,d des Modells es sich handelt. Jede Realisation der Variable nimmt einen

der beiden moglichen Werte an, weshalb diese als Binédrvariablen bezeichnet werden.

e Es gibt drei logische Operatoren mit denen sich die Binérvariablen kombinieren und
in einen Zusammenhang setzen bzw. verkniipfen lassen: A (UND), v (ODER), ©
(NICHT). Dabei bezeichnet X das Komplement von X;, i = 1, ..., d. Der Wert der

Binéarvariable wird durch diesen Operator umgekehrt.

e Ein logischer Ausdruck ist ein Ausdruck der Form X; A XY, also entsprechend eine

Kombination der Binérvariablen durch die Operatoren.

e Als Gleichungen werden Logikausdriicke mit einem Namen L der Form L = X; A XY

bezeichnet, um auf diesen Logikausdruck zu verweisen.

>



Abbildung 1: Reprisentation eines Logikbaumes fiir den Logikausdruck L = (X; A X&) A
[(X3AX4)V(X5A (XS V X))]. Mit schwarz hinterlegte Blitter stehen fiir das Komplement

der entsprechenden Binérvariable.

Durch das Verwenden von Klammern lassen sich beliebige Boolesche Ausdriicke erzeu-
gen, indem nacheinander zwei Binérvariablen, eine Binérvariable und ein anderer Boo-
lescher Ausdruck oder zwei Boolesche Ausdriicke miteinander verkniipft werden. Nach
Ruczinski et al. (2003, S. 477) ist

L=(Xi ANXS)AN[(X3 A Xy) V(X5 A (XS V X))

Beispiel eines solchen Logikausdruckes. Derartige Ausdriicke lassen sich als Logikbdume
(bindre Béaume) darstellen. Der zu L gehorende Logikbaum ist in Abbildung (1| darge-
stellt. Die Auswertung eines solchen Baumes als Logikausdruck beginnt von unten nach
oben. Die Vorhersage des Baumes (ob er den Wert 1 oder 0 zugewiesen bekommt) ent-
scheidet sich nach der Evaluation von unten an der Wurzel (dem obersten Knoten, siehe
weiter unten) des Baumes.

Fiir Logikbdume gelten die nachfolgenden Beschreibungen und Regeln:

e Jedes Element eines Logikausdruckes (Binérvariablen, Komplemente der Binérva-

riablen, Operatoren) wird durch einen Knoten représentiert.
e Jeder Knoten besitzt entweder genau zwei oder keinen Nachfolgeknoten.

e Ein Nachfolgeknoten wird als Kind bezeichnet, der Knoten selbst als Mutter des
Nachfolgeknotens. Zwei Nachfolgeknoten des selben Mutterknotens heiflen Geschwis-

ter.
e Der Knoten ohne Mutterknoten ist die Wurzel des Baumes.

e Knoten ohne Kinder heiflen Blatter.



e In den Bléttern des Baumes befinden sich nur Binédrvariablen bzw. deren Komple-

mente. In allen anderen Knoten befinden sich A-/V-Operatoren.

Der in Abbildung [1| dargestellte Logikbaum erfiillt alle diese Regeln. Da ein Logik-
ausdruck nicht eindeutig ist, ist entsprechend auch ein Logikbaum nicht eindeutig (vgl.
Ruczinski et al. 2003, S. 478). Da der Ausdruck uneindeutig ist, es aber vorteilhafter ist
eine eindeutige Schreibweise zu verwenden, gibt es als eine eindeutige Schreibweise die
sogenannte Disjunktive Normalform (DNF). Diese ist eine Art der Notation fiir Logikaus-

driicke, in dem Boolesche Ausdriicke als V-Kombinationen von A-Ausdriicken geschrieben
werden (sieche Ruczinski et al. 2003, S. 505). Der Logikausdruck

Lpnve = (X1 AXS AXsAX)V (XIAXSAXSAXs) V(X1 AXS A X5 A X)

ist die zu L gehorende DNF'. Der Vorteil der DNF ist, dass sich die Wechselwirkungen zwi-
schen den Variablen direkt anhand der A-Kombinationen ablesen lassen. Ein Logikbaum
dieses Ausdruckes wire komplexer und wiirde mehr Aste enthalten. Eine Evaluation des
Baumes mit gegebenen Werten wiirde aber zum selben Ergebnis fiithren (vgl. Ruczinski
et al. 2003, S. 478). Der in Abbildung (1| dargestellte Logikbaum wiirde somit beispiels-
weise den Wert 1 (Wahr) erhalten, wenn die Variablen die Bedingung erfiillen: ,, X; UND
NICHT X, UND X3 UND X, sind WAHR (gleich 1)“.

Als néchstes wird das logische Regressionsmodell formal vorgestellt.

3.2 Das logische Regressionsmodell

Basierend auf der Einfithrung von Logikausdriicken (siche Kapitel wird nun das
logische Regressionsmodell definiert. Es sind X, ..., X4 die bindren Einflussvariablen des
Modells und Y die Zielvariable (nicht notwendigerweise binér). Das logische Regressions-
modell hat nach Ruczinski et al. (2003, S. 479) die folgende Form:

J(EWY]) = fo+ AL

Dabei sind 3;, j = 0, ..., ¢ die Parameter des Modells, g eine Link-Funktion und L;, j =
1,...,t Logikausdriicke bestehend aus Booleschen Kombinationen der Einflussvariablen.
Dieses Modell bertiicksichtigt gleichzeitig mehrere Bdume, wobei jeder Logikausdruck L;
zu einem eigenen Logikbaum korrespondiert. Die Link-Funktion umfasst zum Beispiel die
lineare Regression g(E[Y]) = E[Y] und die logistische Regression mit der Logit-Funktion
als Link-Funktion. Da es in dieser Arbeit primér um Klassifikation geht, ist die Link-
Funktion fiir diese Arbeit die Logit-Funktion:

g(E[Y)]) = logit(E[Y]) = In ( ElY] ) :

1 - E[Y]
Fiir jeden Typ von Modell ist es nétig eine Score-Funktion zu definieren, welche die Giite
des gewédhlten Modells misst. Fiir die lineare Regression ist dies die Fehlerquadratsumme

und fiir die logistische Regression die binomial Deviance.
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Eine Anpassung des Modells entspricht dem Finden der Logikausdriicke L;, j =1, ..., 1
und gleichzeitig den Parametern 3;, j = 0,...,¢, welche die Score-Funktion minimieren.

Nachfolgend geht es um das Anpassen logischer Regressionsmodelle.

3.3 Anpassen von logischen Regressionsmodellen

Fiir einen bindren Datensatz stellt sich die Herausforderung, das beste bzw. fiir die Daten
geeignetste logische Regressionsmodell zu finden. Die Anzahl moglicher Baume ist sehr
groff und es gibt kein eindeutiges Kriterium, alle moglichen Baume zu beriicksichtigen
(vgl. Ruczinski et al. 2003, S. 481). Auch ist es nicht moglich bzw. praktikabel sémtliche
Logikbdume zu bestimmen.

Da eine solche globale Betrachtung nicht praktikabel ist, geht es nun darum, wie
vorgegangen werden kann um gut passende Modelle zu finden. Grundsétzlich geht es
darum, auf der Oberfldche der Daten mogliche Baume zu konstruieren. Dies passiert durch
eine Anzahl von Bewegungen, die von einem Baum in einen moglichen Nachbarbaum
iibergehen. Ein Nachbarbaum ist dabei der Baum, der sich durch eine einzelne Bewegung
erreichen bzw. konstruieren lédsst. Jede Bewegung hat eine Gegenbewegung mit der sich
die Verinderung eindeutig umkehren lisst. Fiir den Ubergang von einen Baum zu seinem
Nachbarn schlagen Ruczinski et al. (2003, S. 481f) die nachfolgenden Bewegungen vor.
[lustriert werden die Bewegungen anhand des Beispieles von Ruczinski et al. (2003, S.
481), um eine Veranschaulichung der moglichen Bewegungen zu geben. In Abbildung
ist beispielhaft ein Logikbaum dargestellt, der durch die Bewegungen entsprechend in
einen Nachbarbaum verdndert wird. Der zu dem Baum gehorende Logikausdruck lautet
L = XY A (XyV X3) und in eindeutiger Schreibweise Lpyr = (XT A Xp) V (XF A
X3). Die schwarz hinterlegten Blétter repréasentieren das Komplement der entsprechenden

Binarvariable.

Xo || X3

Abbildung 2: Urspriinglicher Baum des Logikausdruckes L = X A (X3 V X3) zur Illus-

tration der moglichen Bewegungen, um in einen Nachbarbaum zu gelangen.



e Andern eines Blattes: Ein Blatt des Baumes wird ausgewihlt und durch ein
anderes Blatt an derselben Position ersetzt. Um Dopplungen zu vermeiden, ist es
nicht moglich, ein Blatt mit seinem Geschwisterknoten oder dessen Komplement zu
ersetzen, wenn dieser Knoten ebenfalls ein Blatt ist. Die Gegenbewegung ist es, das
Blatt in seinen urspriinglichen Zustand zuriick zu bringen. In Abbildung |3|ist das
Blatt mit der Binirvariable X, durch ein Blatt mit der Binirvariable X ersetzt

worden.

X3

Abbildung 3: Resultierender Nachbarbaum durch das Andern eines Blattes.

e Andern eines Operators: Jeder Logikoperator A auf einem Knoten kann durch
den Operator V ersetzt werden und umgekehrt. Diese Bewegung ist gleichzeitig ihre
Gegenbewegung. In Abbildung [4] ist der A-Operator in der Wurzel des urspriing-

lichen Baumes durch den V-Operator ersetzt worden.

X, | [ X5

Abbildung 4: Resultierender Nachbarbaum durch das Andern eines Logikoperators.

e Wachsen und Stutzen: Aus jedem Knoten, der kein Blatt ist, kann ein neuer
Arm wachsen. Ein Arm ist eine Verbindung von einem Knoten zu einem anderen
Knoten oder Unterbaum. Ein Unterbaum ist selbst wieder ein Baum, der durch
einen Arm mit einem anderen Baum verbunden ist. Zum Wachsen wird der Rest
des Baumes an diesem Knoten zum rechten Arm des Knotens und der linke Arm
wird zu einem Blatt mit einer beliebigen Bin&rvariablen. Diese beiden Unterbdume
werden durch einen Knoten mit einem Logikoperator verbunden. In Abbildung
(a) ist aus dem V-Operator des urspriinglichen Baumes aus Abbildung [2] ein
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neuer Arm gewachsen. Die Gegenbewegung vom Wachsen ist das Stutzen. Dazu
wird ein Blatt aus dem Baum entfernt und der Unterbaum am Geschwisterknoten
des entfernten Blattes wird an den Mutterknoten geriickt. In Abbildung [5| (b)

wurde der urspriingliche Baum an dem A-Operator gestutzt.

Xy X3

Xs

Xo| | X3

Abbildung 5: Resultierender Nachbarbaum aus: (a) dem Wachsen eines neuen Armes, (b)

dem Stutzen eines Armes.

e Aufteilen und Loschen: Jedes Blatt eines Baumes kann aufgeteilt werden, indem
ein Geschwisterknoten bzw. Blatt hinzugefiigt wird und ein gemeinsamer Mutter-
knoten festgelegt wird. In Abbildung [6] (a) wurde das Blatt mit der Binérvariable
X3 aufgeteilt und das Geschwisterblatt mit der Binirvariable X&' hinzugefiigt. Die
Gegenbewegung ist das Loschen eines Blattes. An einem Mutterknoten mit zwei
Bléttern wird eines dieser Blitter entfernt. In Abbildung [6] (b) wurde das Blatt

mit der Binédrvariable X3 aus dem urspriinglichen Baum entfernt.

X

Abbildung 6: Resultierender Nachbarbaum aus: (a) Aufteilen eines Blattes, (b) Loschen

eines Blattes.
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Mit diesen Bewegungen kann jeder Logikbaum von jedem anderen Logikbaum in einer
endlichen Anzahl von Schritten erreicht werden (vgl. Ruczinski et al. 2003, S. 482). Dies
ist wichtig fiir die zugrundeliegende liegende Theorie der Markov-Ketten. Es wire sogar
moglich, die Anzahl der Bewegungen zu reduzieren. So sind nach Ruczinski et al. (2003,
S. 482) etwa das Stutzen und Wachsen nicht notwendig fiir die Markov-Ketten Theorie,
jedoch verbessert sich die Anpassung der Modelle durch diese Bewegungen. Die maximale
Anzahl der Baume wird dabei als fest angenommen.

Der von Ruczinski et al. (2003) vorgestellte Ansatz zum Finden eines Baumes ist
das auf Monte-Carlo-Simulation basierende ,,Simulated-Annealing® (siche Ruczinski et al.
2003, S. 481ff). Fiir diese Arbeit wird der erweiterte logicF'S-Ansatz von Schwender und
Ickstadt verwendet (vgl. Kapitel siehe Schwender und Ickstadt 2008), da dieser
speziell fiir SNP-Daten gedacht ist. Nachfolgend werden die Ansétze zum Anpassen der
Modelle vorgestellt.

3.3.1 Simulated-Annealing

Das sogenannte Simulated-Annealing ist ein auf Markov-Ketten basierender Suchalgo-
rithmus und ist dazu geeignet, logische Regressionsmodelle anzupassen. Definiert ist der
Algorithmus nach Ruczinski et al. (2003, S. 485) auf einem Zustandsraum S, der eine An-
sammlung von moéglichen Zustdnden s der Modelle ist. Jeder dieser Zusténde représentiert
die moglichen Konfigurationen des zu bestimmenden Problems. Die Zustdnde sind ver-
bunden durch ein Nachbarschafts-System und die Menge der paarweisen Nachbarzustdnde
bildet eine Teilmengenalgebra M in § X §. Die Elemente in M heiflen Bewegungen. Zwei
Zustiande s, s’ sind benachbart, falls sie jeweils mit einer Bewegung zu erreichen sind.
Entsprechend sind zwei Zustéinde durch ¢-Schritte benachbart, falls sie mit ¢ Bewegun-
gen zu erreichen sind. Fiir die Anwendung der logischen Regression ist der Zustandsraum
endlich.

Grundsétzlich ist die Idee des Algorithmus, von einem Zustand durch zugelassene
Bewegungen in Nachbarzusténde iiberzugehen und zu iiberpriift, ob sich der durch eine
Score-Funktion definierte Score e verbessert oder verschlechtert. Wenn der neue Score
besser ist als der vorherige, wird die Bewegung durchgefiihrt. Ist der neue Score nicht
besser, wird die Bewegung mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit durchgefiihrt. Diese
Wahrscheinlichkeit héngt von dem Score der beiden verglichenen Zustdnden ab und ei-
nem Parameter, der den Zeitpunkt der Markov-Kette beriicksichtigt. Je weiter die Kette
voranschreitet umso unwahrscheinlicher wird ein Ubergang, wenn der Score des Nachfol-
gezustandes unter dem des urspriinglichen Zustandes liegt. Nach Ruczinski et al. (2003,
S. 485) liefert dieser Algorithmus gute Werte der Score-Funktion. Zusétzlich zu der Score-
Funktion und den moglichen Bewegungen ist es noch nétig, die Auswahlwahrscheinlich-
keiten fiir eine entsprechende Bewegung festzulegen, eine Akzeptanzfunktion und einen
Abkiihlungsmechanismus fiir die Markov-Kette, der die Akzeptanzwahrscheinlichkeit mit

beeinflusst. Grundsétzlich besitzt jeder Schritt des Algorithmus eine Temperatur T' die
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angibt, wie weit die Markov-Kette vorangeschritten ist und entsprechend, wie viele Itera-
tionen der Algorithmus ausgefiithrt hat. Zur Definition der Akzeptanzwahrscheinlichkeit
einer neuer Bewegung bezeichnet ¢,; den Score des aktuellen Zustandes und €., den
Score des moglichen neuen Zustandes nach einer Bewegung, wobei niedrigere Werte einen

besseren Score bedeuten. Der neue Zustand wird dann mit der Wahrscheinlichkeit

0 = min{1, exp([€ar — €neu)/T)}

akzeptiert. Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit beeinflusst nach Ruczinski et al. (2003, S.
507) die Giite des Algorithmus und die Autoren geben an, dass die besten Resultate
durch das Andern eines Blattes (vgl. Abbildung |3) erzielt werden. Zudem beeinflusst das
Andern eines Logikoperators (vgl. Abbildung [4)) die Vorhersage des Baumes betriicht-
lich und erhilt dadurch nur eine geringere Akzeptanzwahrscheinlichkeit. Die Temperatur
kann auf zwei fundamental unterschiedliche Weisen gehandhabt werden. Zum einen kann
die Temperatur nach jedem Schritt weiter reduziert werden oder fiir eine gewisse Anzahl
Schritte konstant gehalten werden und erst dann in gréflerem Umfang reduziert werden.
Die Autoren verweisen darauf, dass es keine eindeutig bessere Wahl fiir das Reduzieren
der Temperatur gibt, sich jedoch etwas bessere Ergebnisse mit dem temporiren Konstan-
thalten der Temperatur erzielen lassen.

Zu Beginn des Algorithmus und zu dessen Ende werden durch eine hohe bzw. nied-
rige Temperatur fast alle Bewegungen akzeptiert bzw. abgelehnt. Um den Algorithmus
zu beschleunigen und nicht zu viel Zeit zu Beginn bzw. zum Ende zu verbringen, gibt
es zwei Vorgehensweisen. Bei fester Temperatur wird nach jedem akzeptierten Schritt
die Anzahl der Schritte gezéhlt und wenn eine Schwelle iiberschritten ist, wird die Tem-
peratur gesenkt. Dies geschieht, damit der Algorithmus nicht zu viel Zeit in zufilligen
Modellen verbringt. Die Schwelle liegt bei 1% oder 10% der Iterationsschritte des Algo-
rithmus. Zu spéteren Zeitpunkten des Algorithmus wird diese Schwelle nicht erreicht und
der Algorithmus erreicht das Ende der Markov-Kette.

Jeder Logikbaum hat eine endliche Anzahl an Nachbarbdumen. Gegen Ende des Algo-
rithmus mit einer niedrigen Temperatur werden nur noch wenige Bewegungen akzeptiert
und da das Verfahren zufallsbasiert ist kann es passieren, dass eine Bewegung mehrmals
abgelehnt wird, bevor sie akzeptiert wird. Der groite zeitliche Aufwand in Sinne der Be-
rechnungszeit ist das Auswerten der Logikbdume und das Bestimmen des Scores. Um die
Rechenzeit des Algorithmus weiter zu beschleunigen, wird zusétzlich ein zweiter Prozess
ausgefiihrt, der die Scores aller bereits besuchten Baume speichert. Entsprechend muss
jeder mogliche Status nur einmal bestimmt werden und danach nur noch der Score ab-
gerufen werden. Dies beschleunigt nach Ruczinski et al. (2003, S. 509) den Algorithmus
deutlich bei niedriger Temperatur.

Das Vorgehen des Algorithmus fiir die logische Regression ist nach Ruczinski et al.
(2003, S. 486), alle Baume des Regressionsmodells parallel zu bestimmen, einen dieser

Baume zufillig auszuwihlen und dann zufillig (geméB einer vorher festgelegten Vertei-

12



lung) eine der vorgestellten Bewegungen (sieche Kapitel [3.3)) zu nehmen, einen Nach-
barbaum zu konstruieren und dann das logische Regressionsmodell erneut anzupassen.
Der Score des neuen Modells wird dann mit dem Score des Modells (Zustandes) vor der
Bewegung verglichen. Fiir dieses Vorgehen ist es notig, dass die Anzahl der Baume t zwar
beliebig grof}, jedoch fest ist. Theoretisch konnen die Logikbdume beliebig gro3 werden
und erreichen irgendwann den bestmoglichen Score. Dies ist bei endlicher Rechenzeit je-
doch nicht unbedingt moglich. Damit die Modelle gut interpretierbar bleiben, empfehlen
Ruczinski et al. (2003, S. 509), die Anzahl der Blitter auf 8 oder 16 zu beschranken
und maximal ein bis drei Baume wachsen zu lassen, obwohl es auch méglich ist, den
Algorithmus mit fiinf Baumen starten zu lassen.

Als néchstes geht es um den logicFS-Ansatz. Dieser ist eine alternativer Ansatz der fiir
das Anpassen logischer Regressionsmodelle auf SNP-Daten gedacht ist. In diesem Ansatz

wird das Simulated-Annealing auf Teilmengen der Daten angewandst.

3.3.2 Der logicFS-Ansatz

Der logicF'S-Ansatz ist ein Ansatz fiir das Anpassen logischer Regressionsmodelle fiir SNP-
Daten. Vorgestellt wurde der Ansatz von Schwender und Ickstadt (2008, S. 187ff) in dem
Artikel , Identification of SNP interactions using logic regression®. Wie in dem Artikel an-
gemerkt, liegt eine besondere Herausforderung bei SNP-Daten darin, Klassifikationsregeln

der nachfolgenden Art zu bestimmen:

, Wenn SNP A ein heterozygoter Genotyp ist UND SNP B ist ein ho-
mozygoter Genotyp ODER SNP C UND SNP D sind NICHT homozy-
got, hat eine Person ein hoheres Risiko an einer bestimmten Krankheit

zu erkranken.

(vgl. Schwender und Ickstadt 2008, S. 188). Solche Klassifikationsregeln lassen sich
mit der logischen Regression bestimmen. Jeder SNP lésst sich mit jeweils zwei Binérva-
riablen codieren, die den Typus der Base beschreiben (vgl. Kapitel . Im Kontext einer
Fall-Kontroll-Studie wird mit Hilfe der logischen Regression nach einem Logikausdruck L
gesucht, der den Krankheitsstatus am besten beschreibt. So kénnte eine neue, nicht an
der Studie beteiligte Person als krank eingestuft werden, wenn L fiir diese Person wahr
ist. Bei der Analyse von SNP-Daten geht es somit darum, Interaktionen zwischen den
einzelnen SNPs zu identifizieren und zu untersuchen, ob diese Interaktionen potentiell
zu einem hoheren Risiko fiir eine Erkrankung fithren. Um die Logikausdriicke und so-
mit die Wechselwirkungen der SNPs einfacher interpretieren zu kénnen, werden fiir den
logicF'S-Ansatz alle Logikausdriicke in ihre DNF konvertiert.

Der logicFS-Ansatz ist im Gegensatz zum sogenannten Markov-Ketten-Monte-Carlo
Ansatz von Kooperberg und Ruczinski (2005, S. 157ff) ein auf Teilmengen basiertes
Verfahren, in dem das Simulated-Annealing (siehe Kapitel auf unterschiedliche
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Teilmengen der Daten angewandt wird. Der Markov-Ketten-Monte-Carlo-Ansatz ist ei-
ne Kombination der logischen Regression mit Markov-Ketten-Monte-Carlo-Simulationen.
Ziel dabei ist es nicht das ,beste* Modell fiir SNP-Daten zu finden, sondern moglichst
viele Modelle und dabei solche Wechselwirkungen zu identifizieren, die in einer Vielzahl
der Modelle auftreten. Die Kritik von Schwender und Ickstadt an diesem Vorgehen ist,
dass es eine Besonderheit bei SNP-Daten ist, dass manche Wechselwirkungen nur fiir
einen Teil der Beobachtungen erklédrend fiir die Krankheit sind. Diese Wechselwirkungen
werden potentiell durch den Markov-Ketten-Monte-Carlo-Ansatz nur schwer gefunden.

Der Algorithmus fiir den logicF'S-Ansatz ist nach Schwender und Ickstadt (2008, S.
190):

1. Ziehe eine Bootstrap-Lernstichprobe von Umfang n aus den n Beobachtungen des

Datensatzes.
2. Passe ein logisches Regressionsmodell an die Daten der Lernstichprobe an.
3. Konvertiere jeden Logikausdruck in seine DNF bestehend aus Primimplikanten.
4. Wiederhole Schritte 1. — 3. insgesamt B mal.

Eine Bootstrap-Stichprobe ist eine Stichprobe aus den Daten, die mit Zuriicklegen gezo-
gen wird. Unter einem Primimplikanten ist eine Wechselwirkung bzw. Einzelvariable zu
verstehen, deren DNF des Logikausdruckes sich nicht weiter vereinfacht liasst. Es konnen
somit keine Binérvariablen oder Kombinationen von Binérvariablen entfernt werden, ohne

die Bedeutung des Logikausdruckes zu veréindern. Als Beispiel ist in dem Logikausdruck
L=(X1AXoAX3)V (X1 AXSAXs)V (Xy A X5)
die Binérvariable X5 iiberfliissig und der Ausdruck lésst sich zu
Lpyr = (X1 A X3) V(X4 A X5)

vereinfachen. Entsprechend ist die DNF des Logikausdruckes die minimale V-Kombination
von A-Ausdriicken.

Bei SNP-Daten geht es nicht nur darum, potentielle Wechselwirkungen aufzufinden,
sondern diese auch auf ihre Wichtigkeit hin zu bewerten. Einige der durch den Algorithmus
identifizierten Wechselwirkungen sind potentiell sehr wichtig fiir die Klassifikation. Um
die Wichtigkeit der Interaktionen quantifizieren zu kénnen, muss ein Wichtigkeitsmafl
definiert werden. Dabei gibt es jeweils ein Maf§ fiir den Fall, dass es nur einen einzelnen
Baum im Modell gibt bzw. ein Maf§ fiir mehrere Béaume.

Die beiden Mafle basieren auf der Klassifikation der sogenannten Out-Of-Bag (OOB)
Beobachtungen. Dies sind in einem Bootstrap-Verfahren diejenigen Beobachtungen, die im
b-ten Schritt, b = 1, ..., B, nicht Teil der Lernstichprobe sind. Der OOB-Fehler bezeichnet

entsprechend den Anteil der Beobachtungen, die falsch klassifiziert werden.
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Nach Schwender und Ickstadt (2008, S. 190) ist

VIMnge == | > (Ne=Ny)+ D> (N = N) (1)

b:PeLy b:P¢ Ly

das Maf} fiir einen einzelnen Baum. Dabei ist L, die Menge der Primimplikanten
identifiziert im b-ten Schritt des Algorithmus, b = 1,..., B. N, ist die Anzahl der kor-
rekt klassifizierten OOB-Beobachtungen im b-ten Schritt, durch das in diesem Schritt
konstruierte logische Regressionsmodell. Entsprechend sind N, bzw. N, die Anzahl der
OOB-Beobachtungen die richtig Klassifizierten werden, nachdem der P-te Primimplikant
aus dem Modell entfernt bzw. dem Modell hinzugefiigt wird. Das Wichtigkeitsmafl misst
somit den Einfluss des P-ten Primimplikanten auf die Klassifikationsrate indem verglichen
wird, wie gut das Modell die OOB-Beobachtungen klassifiziert, wenn P Teil des logischen
Regressionsmodells ist bzw. nicht Teil des Modells ist.

Fiir den Fall, dass es mehrere Bdume gibt, ist es nicht eindeutig moglich, eine Wech-
selwirkungen einem speziellen Baum hinzuzufiigen, da es nicht eindeutig ist, an welchem
Baum dies geschehen soll. Aus diesem Grund wird der Primimplakant P nur aus den Mo-
dellen entfernt und nicht hinzugefiigt. Zum Berechnen des Wichtigkeitsmafies VI M yryitipie
werden zuerst die Anzahl der richtig klassifizierten OOB-Beobachtungen N, fiir jeden der
B Schritten bestimmt, dann wird P aus allen Modellen entfernt und abschlieend die rich-
tig klassifizierten OOB-Beobachtungen N; berechnet. Das Wichtigkeitsmaf fiir mehrere
Béume ist nach Schwender und Ickstadt (2008, S. 191) durch

B
VIMyraiple = éZ(Nb —Ny) = é Z (Ny — NY) (2)
b—1 b:PELy
gegeben. Grofle Werte durch diese zwei Wichtigkeitsmafle implizieren eine erhéhte Wich-
tigkeit fiir die Klassifikation, wohingegen Werte gegen 0 fiir eine geringe Wichtigkeit spre-
chen. Die Mafle konnen negative Werte annehmen, was bedeutet, dass ein Aufnehmen der
Wechselwirkung die Klassifikation verschlechtert.

Neben der Identifikation von Wechselwirkungen ist es moglich, den logicF'S-Ansatz
zur Klassifikation zu verwenden, da es eine Bagging-Variante der logischen Regression ist
(vgl. Schwender und Ickstadt 2008, S. 197). Der Ausdruck Bagging steht fiir Bootstrap-
Aggregating und ist eine Methode, um die Vorhersagen von Regressions- bzw. Klassifkati-
onsverfahren miteinander zu kombinieren. Bei dem logicFS-Ansatz wird der Krankheits-
status einer neuen Person durch die Wahl der Mehrheit (majority voting) bestimmt. Die
Variablen der Beobachtung werden an den B Baumen des Algorithmus ausgewertet. Die
Beobachtung wird daraufhin in die Gruppe klassifiziert, welche durch die Mehrheit der
Bédume prognostiziert wird.

Die Rechenzeit des Algorithmus wird durch mehrere Faktoren bestimmt: die Anzahl
der Wiederholungen B, die Anzahl der Iterationen des Simulated-Annealing-Algorithmus,

der maximalen Anzahl der Variablen im Modell und der maximalen Anzahl an Baumen.
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Diese Faktoren bestimmen ebenfalls die Genauigkeit der Modelle. Angepasst werden die
Modelle in R mit der Funktion ,logic.bagging® aus dem R-Paket ,logicFS“ (Schwender
2013).

4 SNP-Daten

In diesem Abschnitt geht es um sogenannte Einzelnukleotid-Polymorphismen, englisch
Single Nucleotide Polymorphisms (SNPs gesprochen wie Snips). Es soll darum gehen,
dem Leser einen Uberblick iiber die Art des Datenmaterials zu geben und einen Einblick
in die dahinterstehenden Problematik. Der Abschnitt basiert auf dem Buch , Genetik*
von Graw (2015).

Bei SNPs handelt es sich um einen Begriff aus der Genetik. In der Genetik geht es
grundlegend laut Graw (2015, S. 2) um die ,, Aufklarung der Regeln und Mechanismen
der Vererbung, |...] dariiber hinaus auch [...] die Unterschiede in der genetischen Ausstat-
tung verschiedener Organismen funktionell zu erkldren“. Es geht somit darum, gewisse
Eigenschaften von Organismen iiber ihre Vererbung zu erkliren, wie etwa Erkrankungen
und wie sich diese durch Vererbung bzw. durch eine Verdnderung nach der Vererbung in
den Genen potentiell erkennen lassen. Die Aufgabe der Statistik ist es in diesem Zusam-
menhang, das erhobene genetische Datenmaterial auszuwerten und dabei zu helfen, solche
Wechselwirkungen zu erkennen und die Erhohung des Krankheitsrisikos zu bestimmen.
Weiter steht die Genetik nach Graw (2015, S. 2) ,;im Schnittpunkt anderer biologischer
Disziplinen [...] und beeinflusst mit ihren methodischen Ansétzen diese Bereiche“. Ent-
sprechend ist die Genetik ein sehr modernes und aktuelles Forschungsgebiet mit immer
weiteren Entdeckungen und Fortschritten, vor allem auch im technologischen Bereich zum
Aufschliisseln der Gene.

Die Gesamtheit der vererbbaren Informationen eines Organismus befindet sich in des-
sen Genen. Die verschiedenen Formen eines Gens werden mit Allel bezeichnet, darunter
fallen Kategorien wie normal oder mutiert. Der Triger der Erbanlagen ist das Chromo-
som. Bei hoher entwickelten Organismen wie dem Menschen ist der Chromosomensatz
diploid, also aus zwei Teilen bestehend. Chromosomen selbst bestehen aus Desoxyribo-
nukleinsdure (DNA). Als Hauptkomponenten besteht die DNA aus vier heterozyklischen,
organischen Basen: Adenin, Guanin, Cytosin und Thymin. Die Struktur der DNA ist eine
Doppelhelix. Jeweils zwei Basen sitzen in der Struktur gegeniiber, werden durch eine Was-
serstoffbriicke zusammengehalten und bilden ein Basenpaar (bp). Sind die beiden Basen
gleich, wird dieser Zustand als homozygot bezeichnet, unterscheiden sich die Basen wird
dieser Zustand als heterozygot bezeichnet.

Ein SNP ist der Austausch eines einzelnen Nukleotids (Single Nucleotide, den Baustei-
nen der DNA) nach der Vererbung in einem DNA-Strang. Sie erlauben es, Unterschiede
im Genom einer Spezies zu untersuchen. Nach Graw (2015, S. 496) kann davon ausge-

gangen werden, dass es sich bei etwa jedem tausendsten Basenpaar um ein SNP handelt.
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Dies bedeutet, dass die Anzahl der SNPs im menschlichen Genom sehr hoch ist. Etwa 10
Mio. SNPs sind schon im menschlichen Genom bekannt (siehe Graw 2015, S. 511). Eine
wichtige Erkenntnis von SNPs ist es, dass diese nicht unabhéngig sind, sondern laut Graw
(2015, S. 511) in komplexen Abhingigkeiten zueinander stehen. Daher ist die Analyse
von SNP-Daten auf ihre Abhéngigkeiten und Wechselwirkungen von einem besonderen
Interesse. Ein Polymorphismus bedeutet, dass die Anderung hiufig genug in einer Popu-
lation vorkommt, um nicht als eine einfache Mutation zu gelten. Da ein SNP eine einzelne
Anderung in einem Gen ist, wird als Referenz das entsprechende Gen ohne Verdnderungen
herangezogen, wie es bei dem Grofiteil der Population auftritt. Daher kann ein SNP von

drei Arten sein:

e  Homozygoter Referenz-Genotyp“: beide Basen, die den SNP beschreiben, sind die

haufiger auftretende Variante.

e _Heterozygoter Variant-Genotyp“: eine der beiden Basen, die den SNP beschreiben,
ist die haufiger auftretende Variante und eine ist der nicht haufiger auftretende

Variante.

e _Homozygoter Variant-Genotyp“: beide Basen, die den SNP beschreiben, sind die

nicht haufiger auftretende Variante.

Da es sich bei SNP-Daten um kategoriale Daten handelt, ist es fiir eine Analyse notwendig,
diese drei Auspriagungsmoglichkeiten zu codieren. Dies geschieht entweder auf einer Skala
von 0 bis 2 oder auf einer Skala von 1 bis 3. Géngige Konventionen ist es, den homozy-
goten Referenz-Genotypen mit 0 bzw. 1 zu codieren, den heterozygoten Variant-Genotyp
mit 1 bzw. 2 und den homozygoten Variant-Genotypen mit 2 bzw. 3. Bei der logischen
Regression (vgl. Kapitel [3]) geht es im Kontext von SNP-Daten darum, basierend auf
Booleschen Kombinationen der Einflussvariablen Vorhersagen fiir die abhéingige Variable
zu treffen. Die SNPs konnen als Binérvariablen (vgl. Kapitel der Form

S1 : SNP S ist nicht der homozygote Referenz-Genotyp
oder

Sy : SNP S ist der homozygote Referenz-Genotyp

interpretiert werden. Diese Variablen kénnen mit Logikoperatoren wie dem Kompliment
€ negiert werden (z.B. S§: SNP S ist NICHT der homozygote Referenz-Genotyp) und
durch die Operatoren A/V zu Logikausdriicken verkniipft werden (siehe Kapitel .
Fiir die Analyse mit der logischen Regression (vgl. Kapitel ist es notig, diese
drei Auspragungsmoglichkeiten in Bindrdaten zu codieren. Jeder SNP S; einer einzelnen

Beobachtung wird dazu aufgespalten in zwei Bindrvariablen S;, und S;,, ¢ = 1,...,d, die
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den Typus der Base beschreiben:

S, : Mindestens einer der Basen, die den SNP S; beschreiben, ist die weniger hiufig
auftretende Variante.
S;, : Beide Basen, die den SNP S; beschreiben, sind die weniger haufig auftretende

Variante.

Diese Dummy-Variablen werden anstelle des entsprechenden SNP verwendet. Die Anzahl
d der Einflussvariablen verdoppelt sich somit und es liegen 2d Einflussvariablen vor. Es
lassen sich alle drei Auspragungsmoglichkeiten durch diese Binédrvariablen darstellen, in-
dem diese den Status Wahr oder Falsch annehmen und entsprechend den Typus der Base
angeben. Dabei beschreibt S;, die dominante Variation und S;, einen rezessiven Effekt.
Im néchsten Unterkapitel werden die fiir diese Arbeit verwendeten SNP-Datensétze

erlautert.

4.1 SNP-Datensatze

Fiir diese Arbeit liegen mehrere SNP-Datensétze vor. Der grofite und umfangreichste Da-
tensatz ist der sogenannte HapMap-Datensatz. Das Ziel des HapMap-Projektes war die
Erstellung einer Haplotyp-Karte des menschlichen Genoms. Ein Haplotyp bezeichnet eine
Gruppe von Allelen benachbarter Gene, die durch eine Person getragen und vererbt wer-
den. Dazu wurden in der ersten Phase 270 Proben von vier Populationen genommen, die
aus unterschiedlichen geographischen Regionen stammten. Das Projekt wurde noch aus-
geweitet und in 1184 DNA-Proben von elf Populationen 1,6 Mio. SNPs untersucht (vgl.
Graw 2015, S. 512). Mit der Hinzunahme anderer Projekte sind iiber 10 Mio. vererbte
Verénderungen der DNA bekannt, wobei es sich bei den meisten dieser Verdnderungen
um SNPs handelt. Aufbauend auf diesen Projekten entstehen dann genomweite Asso-
ziationsstudien (GWAS). Bei GWAS geht es darum SNPs mit gewissen Krankheiten in
Verbindung zu bringen (sieche Graw 2015, S. 512).

Fiir diese Arbeit wird ein Teil der HapMap-Daten verwendet. Der Datensatz stammt
aus dem R-Paket ,,SNPassoc“ (Gonzélez et al. 2014). Das Paket ist Teil des Bioconductor-
Projekts (Huber et al. 2015). Das Projekt bietet Software-Pakete zur Analyse von gene-
tischem Datenmaterial an. Enthalten sind in den HapMap-Daten d = 9307 SNPs (Varia-
blen) von n = 120 Personen. Die Personen gehoren einer von zwei ethnischen Gruppen
an: insgesamt n; = 60 Beobachtungen der européischen Population (mit CEU gekenn-
zeichnet) und ny = 60 Beobachtungen zu den westafrikanischen Yoruba (mit YRI ge-
kennzeichnet). Die SNP-Daten liegen nicht in codierter Form vor, sondern enthalten die
Information der entsprechenden Basen des SNPs. Mit der Funktion ,additive* aus dem R-
Paket ,,SNPassoc“ kénnen die Daten in 0/1/2 Daten codiert werden. Von den 9307 SNPs
sind bei 1657 alle Auspriagungen des entsprechenden SNPs gleich. Diese werden daraufhin
aus dem Datensatz entfernt, da diese SNPs keine Informationen iiber Unterschiede zwi-
schen den Populationen enthalten. Somit bleiben noch d = 7648 SNPs iiber. Etwa 4% der
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verbleibenden Daten sind fehlende Werte. Um diese zu ersetzen, werden aus den Randver-
teilungen des entsprechenden SNP zufillig Auspragungen bestimmt, um diese Werte zu
ersetzen. Dazu werden die relativen Hiufigkeiten der Ausprigungen des entsprechenden
SNP als Wahrscheinlichkeiten fiir das Ziehen verwendet. Dieses Vorgehen basiert auf dem
Vorgehen von Schwender und Ickstadt bei der Bereinigung des Genica-Datensatzes (vgl.
Schwender und Ickstadt 2008, S. 194).

Ein weiterer Datensatz ist der Datensatz ,,data.logicfs“ aus dem R-Paket ,logicFS*
(Schwender 2013). Dieses Paket ist ebenfalls Teil des Bioconductor Projekts. Bei dem
Datensatz handelt es sich um einen Datensatz von n = 400 Personen in den Zeilen der
Datenmatrix und d = 15 SNPs S in den Spalten der Datenmatrix. Die Datenmatrix
enthélt die Auspriagungen der SNPs, codiert von 1 bis 3 fiir den entsprechenden Typus
des SNP. Dazu liegt ein Vektor vor, der den Fall-/Kontrollstatus der i-ten Beobachtung
angibt, i = 1, ...,400. Der Datensatz ist ein simulierter Datensatz und dient als Inspiration
fiir die hier durchgefiihrte Simulationsstudie. Enthalten sind n; = ny = 200 Félle bzw.
Kontrollen, wobei n = ny + no. Eine Person ist dabei ein Fall, wenn mindestens eine der

folgenden Bedingungen erfiillt ist:

LF51281:3
LF52152:1/\S4:3
LF53253:3/\S5:3/\56:1.

Die Wechselwirkungen befinden sich auf den jeweils ersten sechs Variablen des Datensatz-
es. Fiir diese Arbeit erhélt der Datensatz die Bezeichnung logicF'S-Datensatz.

Im nachfolgenden Unterkapitel wird die durchgefiihrte Simulationsstudie beschrieben.

4.2 Simulation der SNP-Daten

Fiir diese Arbeit sollen in erster Linie Daten simuliert werden. Ziel der Simulation ist es,
unter kontrollierten Bedingungen und mit bekannten Wechselwirkungen in den Daten die
Methodiken zu iiberpriifen und zu evaluieren. Der Vorteil von simulierten Daten ist ihre
Reproduzierbarkeit und die a priori bekannten Verhiltnisse. Ein Nachteil von Simulatio-
nen ist es, dass diese a priori getroffenen Verhéltnisse moglicherweise nicht der Realitét
entsprechen und sich die Ergebnisse auf echten Daten anders verhalten. In der Simulation
werden unterschiedliche Datensétze erzeugt, mit unterschiedlichen Grundvoraussetzun-
gen. Als Inspiration fiir die Simulation der Datensétze dient der logicFS-Datensatz. Beide
moglichen Félle bei SNP-Daten n > d und n < d sollen beriicksichtigt werden. Zusétz-
lich werden die beiden Parameter n und d variiert, um ihren Einfluss auf die Methode
zu untersuchen. Durchgefithrt wird die Simulation mit der R-Funktion ,simulateSNPs*
aus dem Paket ,scrime“ (Schwender und Fritsch 2013). Simuliert werden die SNPs von n
Personen, die einer Kategorie zugewiesen werden. Im Fall einer klinischen Studie kénnten

dies etwa die zwei Kategorien , Krankheit liegt vor® und , Krankheit liegt nicht vor“ sein.
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Im Falle der HapMap-Daten (siehe Kapitel entsprechen die Kategorien der ethni-
schen Herkunft der jeweiligen Person. In jedem Fall wird die Kategorie der Person mit 1
fiir einen Erfolg (die Krankheit liegt vor, die Person entstammt der ethnischen Gruppe)
und 0 fiir einen Misserfolg (die Krankheit liegt nicht vor, die Person entstammt nicht der
ethnischen Gruppe) codiert. Dies entspricht der abhéngigen Variable des Modells. Der
Einfachheit halber wird fiir die Simulationen von einer Fall-Kontroll-Studie ausgegangen
und die Personen der Gruppe 1 als krank eingestuft, wobei die SNPs (mogliche) Ursa-
chen dieser Krankheit sind. Entsprechend werden die Personen der Gruppe 0 als gesund
eingestuft.

Es liegen n; kranke Personen vor, n, gesunde Personen und es ist n = n; + no. Jede
Person besitzt d SNPs S. Somit liegen pro Datensatz n - d Datenpunkte vor. Die Daten
werden so simuliert, dass eine Person in der Regel als krank eingestuft wird, wenn bei
ihr eine gewisse Kombination von SNPs gemeinsam auftritt. Anders kann es von Interesse
sein, dass nicht alle Personen die krank sind auch eine solche Wechselwirkung aufweisen. So
konnten zum Beispiel andere Faktoren zum Bilden der Krankheit beitragen, als die durch
die SNPs gegebenen genetischen Einflussfaktoren. Dies kénnten etwa Umwelteinfliisse, wie
eine Feinstaubbelastung oder ungesunde Lebensweisen wie das Rauchen sein. Mit einem
gewissen Anteil p € (0, 5; 1] weisen die kranken Personen die durch die SNPs ausgelosten
genetischen Faktoren auf, so dass insgesamt [n; - p| der kranken Personen mindestens eine
der Wechselwirkungen besitzen.

In der Simulationen wird die zweite géngige Kodierung der SNP-Daten verwendet, auf
der Skala von 0 bis 2, fiir den entsprechenden Typus des SNPs. Einer Person wird der

Status krank zugewiesen, wenn (mindestens) eine der Bedingungen

L1:5'1:2/\Sg7§0/\53:1 (3)
Ly: Sy #0ASs=2 (4)
L32567é]_ (5)

erfiillt ist. Da es sich bei SNP-Daten um kategoriale Daten handelt und diese somit kei-
ne feste Anordnung besitzen, befinden sich die interessierenden Wechselwirkungen auf
den ersten sechs Variablen. Fiir unterschiedliche Kombinationen von n und d werden
Datensiitze erzeugt. Die Anzahl der Personen mit den Wechselwirkungen sind zusétzlich
unterschiedlich stark besetzt. Von den n; Féllen besitzen ny, = |[n,/2] Félle die Wech-
selwirkung Ly, ny, = |ny/3] die Wechselwirkung Ls und ny, = [n;/6] die Einzelvariable
Ls. Die fehlenden Beobachtungen, damit die Gleichung ny = ny, + ny, + nq, erfiillt ist,
werden abwechselnd nacheinander den Gruppen n;, und n;, zugeteilt, bis alle Félle einer
Gruppe zugeteilt sind. Die Idee fiir die unterschiedliche Besetzungsstirke in den Unter-
gruppen ist, dass unterschiedliche Wechselwirkungen bei unterschiedlich vielen Personen
zu einer Erkrankung fithren sollen, da es in der Methodik um eine zufallsbasierte Redukti-
on der Datensétze geht. Dabei ist es interessant zu untersuchen, ob die geringer besetzten

Gruppen durch die Zufallsauswahl ebenfalls repréasentiert werden oder eine eventuelle
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Nichtaufnahme zu schlechteren Klassifikationen durch die Modelle fiihrt.

Die angegebenen Wechselwirkungen iibertragen sich wie folgt in binére Schreibwei-
se. Zuerst wird jeder SNP aufgespalten in zwei bindre Dummy-Variablen S;, und S,
i = 1,.,d (vgl. Kapitel . Fiir die Wechselwirkung L; entstehen somit sechs neue
Binérvariablen, die diese beschreiben: Si,, Si,, Sa,, S2,, 53, und S3,. Da die angege-
benen Modelle und Wechselwirkungen der R-Funktion ,logic.bagging® als Notation X;,
i =1, ..., 2d fiir die Binérvariablen verwenden, wird fiir diese Arbeit ebenfalls diese Schreib-
weise verwendet. Somit schreiben sich die bindren Dummy-Variablen statt mit doppelten
Indizes mit nur einem. Die erste Wechselwirkung enthélt die Bindrvariablen Xy, ..., Xg, die
zweite die Bindrvariablen X7, ..., X und L3 die Bindrvariablen X1, Xi5. Mit der géngigen
Kodierung S;, = 0 A S;, = 0 fiir den homozygoten Referenz-Genotypen, S;, =1AS;,, =0
fiir den heterozygoten Variant-Genotypen und S5;, = 1 A S;, = 1 fiir den homozygoten

Variant-Genotypen, ¢ = 1, ..., d, ergeben sich mit

Lipye = (X1 AXo A X3 A X5 AXS) (6)
Loy = (X7 A Xg A Xig) (7)
Lapyy = (X1 A Xi5) V (X1 A Xi2) (8)

die DNF der gewéhlten Wechselwirkungen. Bei der DNF der Wechselwirkung L, ist die
Binarvariable X4 nicht enthalten, da diese sowohl den Wert 1 als auch 0 erhalten kann
und somit fiir die Wechselwirkung iiberfliissig ist. Selbes gilt fiir die Bindrvariable Xg. Da
die Wechselwirkung L3 eine Ungleichung fiir die Ausprigung des SNPs mit 1 ist, wird
durch die DNF der Fall ausgeschlossen, dass X;; und X, bzw. X und X, gemeinsam
auftreten.

Erzeugt werden in jeder Simulation fiir jede Situation By;,, = 100 Datensétze. Diese
Anzahl wurde gewéhlt, um verschiedene Datensétze vorliegen zu haben, die Rechenzeit je-
doch noch in Grenzen zu halten. Ein jeder Datensatz enthiilt eine Matrix X € {0, 1, 2}"*4,
in der jeweils n Auspragungen von d SNPs enthalten sind und einen Vektor y € {0,1}",
in dem der Klassifikationsstatus der i-ten Person angegeben ist. Insgesamt werden vier
verschiedene Simulationen durchgefiihrt.

Simulation 1: Die erste Simulation besitzt n = 400 Beobachtungen mit jeweils
ny = ng = 200 Beobachtungen pro Kategorie. Aus der Gruppe n; = nq, + ny, + ny,
der Félle besitzen 100 der gesamten Beobachtungen (ny, = 100) die Wechselwirkung L,
66 der gesamten Beobachtungen die Wechselwirkung L, und 34 die Einzelvariable Lj
als genetische Ursache fiir ihre Erkrankung. Die angegebene Anzahl der Personen in den
jeweiligen Untergruppen besitzen fest die Wechselwirkungen. Die Werte der restlichen
SNPs, sowie die SNPs der Kontrollgruppe werden zuféllig gleichverteilt mit einer Aus-
wahlwahrscheinlichkeit von jeweils 1/3 gezogen. Die Anzahl der SNPs d wird zusétzlich
variiert mit jeweils d € {10, 20, 30, 40,50}, wobei die Wechselwirkungen beibehalten wer-
den. Dies soll die Situation darstellen, dass im Vorhinein nicht bekannt ist, welche der

SNPs einen Einfluss auf die Krankheit haben und nur vermutet wird, welche dies sein
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konnten. Entsprechend enthélt der Datensatz mit steigendem d immer mehr unwichti-
ge Informationen und es soll darum gehen, wie sich dies auf die Analyse auswirkt. Fiir
Simulation 1 werden somit 500 Datensétze simuliert.

Simulation 2: Die zweite Simulation ist vom Grundaufbau her wie Simulation 1.
Dies bedeutet, es gibt dieselbe Anzahl an Personen n mit derselben Anzahl fiir jede der
Untergruppen der Wechselwirkungen und die selbe Anzahl an Variablen d. Der Unter-
schied liegt darin, dass in jeder Untergruppe der Erkrankten der Anteil der Personen,
deren Erkrankung durch die genetischen Einfliisse der SNPs verursacht ist, bei p = 0,8
liegt. Insgesamt werden somit bei 80% der Erkrankten die Krankheit durch die SNPs
ausgelost und bei 20% durch andere Faktoren. Der Grund dafiir ist, dass es interessant
ist zu untersuchen, wie die Methodik auf ein solches ,Rauschen” in den Daten reagiert.
Rauschen ist dabei nicht wie im klassischen statistischen Sinne gemeint. An dieser Stelle
ist damit die Situation gemeint, dass es Beobachtungen gibt, die nicht durch die geneti-
schen Einfliisse erklart sind. Die Auspragungen der SNPs dieser speziellen Fille werden
ebenfalls gleichverteilt mit 1/3 Wahrscheinlichkeit gezogen. Fiir diese Simulation werden
erneut 500 Datensitze simuliert.

Simulation 3: Bei der dritten Simulation geht es darum zu untersuchen, wie die
Methodik sich auf sehr grofie Datenumfinge anwenden lasst. Dazu werden jeweils By, =
100 Datensitze erzeugt mit n = ny + ny = 5000 wobei n; = ny = 2500 ist. Erneut
liegen d € {10, 20, 30,40,50} SNPs pro Person vor und die Erkrankten besitzen fest die
angegeben Wechselwirkungen. Das Verhiltnis in der Gruppe der Fille ist dasselbe wie
bei Simulation 1 und 2, die absolute Anzahl pro Untergruppe ist entsprechend gréfier
mit ny, = 1250, ny, = 833 und ny, = 417. Ziel bei dieser Simulation wird es sein, nur
einen sehr geringen Anteil der Daten zu verwenden um ein logisches Regressionsmodell
anzupassen. Fiir Simulation 3 werden erneut 500 Datensétze simuliert.

Simulation 4: In der vierten Simulation soll der zweite Spezialfall der SNP-Daten
abgedeckt werden. Somit ist diese Simulation darauf ausgelegt, dass es mehr SNPs d
als Beobachtungen n gibt. Anders als in den vorhergegangenen Simulationen geht es
fiir diese Simulation nicht darum Personen fiir die logische Regression zu selektieren,
sondern Variablen aus dem Datensatz. Insgesamt werden vier verschiedene Situationen
mit d € {250,300,400,500} und jeweils n = n; + ny = 200 Personen abgedeckt, wobei
ny = ng = 100 ist. Auch diese Datensitze besitzen die beiden Wechselwirkungen und die
Einzelvariable in demselben Verhéltnissen wie in Simulation 1, mit n;, = 50, ny, = 33
und n;, = 17. Fiir diese Situation werden entsprechend 400 Datensétze simuliert.

Bei etwa 20% bis 40% der Datensétze ist der Fall eingetreten, dass eine der Wechselwir-
kungen bzw. Teile der Wechselwirkung schon durch die anderen Wechselwirkungen erklért
wird und daher aus dem Datensatz entfernt wird. Diese Datensitze werden trotzdem be-
halten, da es bei genetischen Daten durchaus passieren kann, dass es zu Anderungen in

den Wechselwirkungen kommt bzw. deren Wichtigkeit und Umfang variiert.
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Tabelle 1: Uberblick der durchgefithrten Simulationen.

Simulation n ny Ny | N, | Nig | P d
1 400 | 200 | 100 | 66 | 34 | 1 | 10/20/30/40/50
2 400 | 200 | 80 | 53 | 27 | 0,8 | 10/20/30/40/50
3 5000 | 2500 | 1250 | 833 | 417 | 1 | 10/20/30/40/50
4 200 | 100 | 50 | 33 | 17 | 1 | 250/300/400/500
Wechselwirkung Ly Ly | Ls

In Tabelle [1]ist eine Ubersicht der durchgefiihrten Simulationen dargestellt. Die erste
Spalte enthilt die fiir diese Arbeit gewdhlte Nummerierung der entsprechenden Simula-
tion. Die zweite Spalte enthélt die Anzahl der pro Datensatz generierten Beobachtungen
und die dritte Spalte den Anteil der Fille. In den niichsten drei Spalten ist eine Uber-
sicht iiber die Anzahl der pro Wechselwirkung vertretenen Beobachtungen gegeben und
zusétzlich, welche der Wechselwirkungen fiir den Krankheitsstatus verantwortlich ist. Die
siebte Spalte gibt an, welcher Anteil der Félle ihren Krankheitsstatus durch die geneti-
schen Einfliisse der SNPs erklirt bekommen. Die letzte Spalte enthilt eine Ubersicht iiber

die Anzahl der SNPs, die in den Datensétzen vorkommen.
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5 Reduktion hochdimensionaler Datensiatze fiir die

logische Regression

Nun soll es konkret um die Reduktion hochdimensionaler Datensétze fiir die logische
Regression gehen. Es gibt zwei grofie Teilbereiche. Zum einen liegt die Situation vor, dass
es mehr Beobachtungen n als Variablen d gibt. Dies ist der klassische Fall und findet in
vielen anderen statistischen Regressionsproblemen seine Anwendung. Bei SNP-Daten ist
es jedoch sehr haufig moglich, dass deutlich mehr Variablen als Beobachtungen vorliegen.
Dies ist etwa bei den HapMap-Daten der Fall (vgl. Kapitel . Daher ist es von Interesse
beide Fille getrennt zu betrachten und zu untersuchen wie sich die gewéhlte Methodik
auf diese beiden Félle auswirkt.

Im néchsten Unterkapitel wird allgemein das Vorgehen zum Reduzieren der Datensétze
vorgestellt. In diesem Zusammenhang werden die Leverage Scores vorgestellt und erlautert
wie diese dazu verwendet werden, die Datensétze zu reduzieren. Danach geht es getrennt
nach den beiden Fillen um die Reduktion der Datensétze anhand der in Kapitel

vorgestellten Daten.

5.1 Das Vorgehen zum Reduzieren der Datensitze

Gegenstand dieser Arbeit ist es, Datensétze fiir die logische Regression zu reduzieren. Um
die Daten gezielt reduzieren zu kénnen, bedarf es Informationen die nach Moglichkeit aus
den Daten selbst stammen. Als Methodik zur Reduktion der Datensétze werden in dieser
Arbeit die sogenannten Leverage Scores (LS) verwendet. Die LS stehen im Kontext der
Regressionsanalyse. Die Beschreibung basiert auf Hoaglin und Welsch (1978).

Ein lineares Regressionsmodell ist gegeben (formuliert nach Hoaglin und Welsch 1978,
S. 17) durch

Y =XB+ u,

wobei Y € R” die abhiingige Variable ist, X € R™ ¢ die Matrix der Einflussvariablen
X1, .., X;mit X; € R*, i =1,..,d, B € R? der Parametervektor des Modells und v € R"
der zuféllige Storterm. Die Realisationen der abhéngigen Variable sind y = (y1, ..., yn)’
und die der Einflussvariablen x; = (1, ..., 2;4)’, © = 1,...,n. Bei der linearen Regression
wird zur Anpassung des Modells die Kleinste-Quadrate-Methode verwendet. Dazu werden
die Annahmen getroffen, dass rang(X) = d ist, E(u) = 0 und Var(u) = 0°1,,.

Die prognostizierten Werte des Modells sind gegeben durch y = X B, wobei B =
(X'X)~' X'y ist. Damit ergibt sich

§=X(X'X)"'X'y = Hy.
Die sogenannte Hat-Matrix H € R™" ist somit die Matrix

H=XXX)'X"
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Die Hat-Matrix H bildet den Vektor y ab auf . Es kann untersucht werden, ob ein Da-
tenpunkt y; eine besondere Hebelwirkung (leverage) auf seinen prognostizierten Wert g;,
i = 1,...,n hat. Dadurch lassen sich Ausreifler in den Realisationen der Einflussvariablen
entdecken. Diese Informationen befinden sich in der Hat-Matrix. Geometrisch kénnen y
und die Spalten von X als Punkte im R™ angesehen werden. Die Punkte X bilden einen
Teilraum im R? als Linearkombination des Spaltenraumes von X. Die prognostizierten
Werte im Vektor g bilden den Punkt in dem Teilraum, welcher den geringsten Abstand zu
y hat. Der Vektor gy ist also die orthogonale Projektion auf y in den Teilraum. Somit ist
die Hat-Matrix ein Projektor. Der Einfluss des Punktes y; auf ¢; ist représentiert durch
das i-te Diagonalelement h;; der Hat-Matrix H. Somit ist der i-te Leverage Score gegeben
durch
l; = hy;.
Neben den Leverage Scores gibt es die Cross Leverage Scores (CLS) ¢;;. Diese be-

schreiben den Einfluss der Beobachtung y; auf g;, ¢,7 = 1,...,n. Die CLS finden sich in

den Spalten bzw. Zeilen der Hat-Matrix. Die Hebelwirkung von y; auf ¢; ist somit durch
Cij = hi

gegeben. Dabei ist h;; der Eintrag der Hat-Matrix in der i-ten Zeile und j-ten Spalte,
i,7=1,...,n. Wenn ¢ = j ist, dann ist ¢;; = [; fir ¢ =1, ..., n.

In dieser Arbeit werden Leverage Scores mit LS und die Cross Leverage Scores mit CLS
abgekiirzt. Die Abkiirzung (C)LS wird an den Stellen verwendet, an denen gleichzeitig
auf die Leverage bzw. die Cross Leverage Scores hingewiesen wird.

Fiir die LS gilt 0 < [; < 1 und es ist Z?:l l; = d. Ein Wert von [; = 0 bedeutet,
dass ¢; vom Design her auf den Wert 0 fixiert ist und es nicht von y; bzw. generell von
einem beliebigen y; beeinflusst wird. Falls [; = 1 ist bedeutet dies, dass g, = ¥; ist und
das Modell perfekt zu diesem Punkt passt. Diese beiden Randfille bedeuten zusétzlich,
dass ¢;; = 0ist fiir j =1,...,n, j # 1.

Numerisch ist die Bestimmung der (C)LS durch die oben formulierte Hat-Matrix nicht
effizient. Nach Hoaglin und Welsch (1987, S. 21) gibt es numerisch bessere Verfahren.
Bei Drineas et al. (2012, S. 2) ist angemerkt, dass es geniigt, um die LS der Matrix
X zu bestimmen, eine Orthonormalbasis des Spaltenraumes zu bestimmen und dann
die euklidische Norm der Zeilen dieser Basis zu verwenden. Bestimmen lédsst sich die

Orthonormalbasis per QR-Zerlegung. Fiir eine Matrix X € R™? n > d ist
X =QR

die QR-Zerlegung, wobei () € R™*" eine orthogonale Transformation ist und R eine obere

Dreiecksmatrix. Die Hat-Matrix kann bei vollem Rang von X mit

H=Q

ausgedriickt werden. Bestimmt werden die (C)LS in dieser Arbeit per QR-Zerlegung mit
der R-Funktion ,,qr* aus dem Basis-Paket.
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Es sollen die (C)LS der Daten dazu verwendet werden, Beobachtungen bzw. Variablen
aus den Daten zu selektieren. Dies geschieht durch eine zufallsbasierte Methode, bei der
eine Beobachtung bzw. Variable abhéngig von ihrem entsprechenden (C)LS Wert in die
Stichprobe aufgenommen wird. Dieser Ansatz entstammt der Informatik und wird auch in
dem Teilprojekt C4 (in dessen Rahmen diese Arbeit entsteht) mit angewandt. Die Idee ist
es, die Datenmatrix und die abhéngige Variable gemeinsam zu betrachten. Im Kontext des
linearen Regressionsmodells geht es nach Geppert et al. (2015) darum, auf dem gesamten
Datensatz [X,Y] € R™ (@1 eine lineare Abbildung II € R™" anzuwenden (r < n), so
dass der gesamte Datensatz mit einer sogenannten Skizze [IIX,IIY] € R™ (@1 ersetzt
wird, die deutlich kleiner ist als der urspriingliche Datensatz. Dies fiithrt dazu, dass die
Likehood-Funktion deutlich schneller angepasst werden kann. Nach Geppert et al. (2015)
ist es moglich, die Likehood-Funktion bis auf einen Fehler ¢ sehr gut anzundhern und
gleichzeitig die Dimension der Beobachtungen n auf die Dimension r zu reduzieren. Die
Berechnung der Likehood-Funktion héngt dann nicht mehr von n ab, was dazu fiihrt, dass
die Anpassung der Modelle deutlich beschleunigt wird.

Im Kontext dieser Arbeit geht es um die logische Regression. Die Skizze I besteht
darin, die Realisationen der Zielvariable Y € {0,1}" mit einer Link-Funktion g(-) zu
transformieren und zur Reduktion der Dimension der Beobachtungen bzw. Variablen diese
proportional zu ihren (C)LS in die Stichprobe aufzunehmen. Jede Realisation y;, i =

1,...,n des Vektors der abhéngigen Variable Y wird vorher transformiert

Ui = g(yi + (=1)" - ¢),

dabei ist g eine geeignet gewahlte Link-Funktion und ¢ > 0. Die Wahl von ¢ spielt keine
groBe Rolle, solange es nur klein genug ist. Fiir diese Arbeit wird ¢ = 10™* gewiihlt und

als Link-Funktion wird die logit-Funktion

9(y) = log (%y)

gewdahlt. Da die y; nur die Werte 0 und 1 annehmen konnen, ist es notwendig, die Trans-
formation vorzunehmen um den Wertebereich der Realisationen in die reellen Zahlen
R zu bringen und die Werte linearer als Bindrdaten zu machen. Zusétzlich gilt fiir die
logit-Funktion ?lJl_rg g(y) = oo und %1_1% g(y) = —oo. Daher wird die Transformation in einer
e-Umgebung um die Werte der Realisierungen der abhéngigen Variable vorgenommen.
Zum Bestimmen der (C)LS wird die Datenmatrix X mit dem transformierten Vektor der

Realisationen der abhéngigen Variable y € R™ vereinigt und bildet die Matrix
)’Z _ (X]gj) c Rx(d+1)

Anschlieend wird die QR-Zerlegung der Matrix X bestimmt, um eine Orthonormalbasis
Q des Spaltenraumes von X zu erhalten. Abhingig von m = max{n, d} geschieht dies mit
X oder mit X7. Die Zahl m beschreibt die Situation n > d oder n < d. Dementsprechend
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ist die reduzierte Dimension r ebenfalls von der Situation abhéngig. Die (C)LS finden sich
in der Hat-Matrix

H=QQ'
Die Dimension der Hat-Matrix hdngt auch von m ab. Im Falle m = n ist H € R™*™ und
im Falle m = d ist H € RmTDx(m+D_ Die LS bilden die Hauptdiagonale der Hat-Matrix,
die CLS befinden sich in den Spalten bzw. Zeilen von H.

Da SNPs kategoriale Daten sind und die beeinflussenden Wechselwirkungen a prio-
ri festgelegt auf den ersten sechs Variablen liegen, stellt sich die Frage, ob die (C)LS
abhéangig von der Reihenfolge der Variablen sind. Dieselbe Frage stellt sich fiir die LS der
Beobachtungen, da es sich bei den ersten n; Beobachtungen um Fiélle und den zweiten ns
Beobachtungen um Kontrollen handelt.

Die Bestimmung der QR-Zerlegung geschieht {iber die sogenannte Householder-Matrix
bzw. -Transformation. Nach Golub und Van Loan (1996, S. 209) ist eine Householder-
Matrix eine (n x n)-Matrix der Form

H=I,— %U?}T,
wobei v € R"™ \ {0} ein sogenannter Householder-Vektor (ungleich dem Nullvektor) ist
und I,, die (n x n)-Einheitsmatrix. Die Matrix H ist symmetrisch und orthogonal, was
bedeutet, dass HY = H und H~! = H ist. Die QR-Zerlegung einer Matrix X € R"*? mit

X = @R geschieht durch das wiederholte Ausfithren von Housholder-Transformationen,

so dass @ = H; - Hy - ... - H,, das Produkt mehrerer Househoulder-Matrizen ist (siehe
Golub und Van Loan 1996, S. 224). In der Householder-Matrix H; ist der Vektor v so zu
bestimmen, dass gilt H,, - ... - H; - X = R wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist. Es kann

argumentiert werden, dass die Householder-Transformation und damit die QR-Zerlegung
nicht von der Reihenfolge der Zeilen und Spalten abhéngt, da eine Permutation sich durch
jeden Schritt der Bestimmung hindurchzieht. So dndert eine Permutation in dem Vektor
v nicht dessen Lénge sondern lediglich die Reihenfolge der Eintrdge. Werden bei der Be-
stimmung der Hat-Matrix alle Spalten und Zeilen gleichméflig permutiert und vor allem
der Vektor der abhéngigen Variable im Einklang mit den Zeilen der Datenmatrix X, erge-
ben sich dieselben Werte fiir die (C)LS nur in anderer Reihenfolge. Es kann somit davon
ausgegangen werden, dass die Bestimmung der (C)LS unabhéngig von der Anordnung der
Datenmatrix und den Realisationen der abhéingigen Variable ist.

Wie bereits angemerkt sollen die bestimmten (C)LS unter anderem als Wahrschein-
lichkeiten fiir das Ziehen der Beobachtungen bzw. der Variablen verwendet werden, um
logische Regressionsmodelle anzupassen. Dafiir sollen die (C)LS auf unterschiedliche Art
und Weise gewichtet werden, um Wahrscheinlichkeiten zu bilden, proportional zu denen
die Beobachtungen oder Variablen in die Stichprobe aufgenommen werden. Nachfolgend

sind elf Gewichtsfunktionen formuliert mit denen die (C)LS gewichtet werden, um die

27



entsprechenden Wahrscheinlichkeiten zu bilden. Es sind

(Zz + @)2 , falls [; > @0,75

(I — @)2 , falls I; < Qo5 (12)
ZNZ-Q , sonst

2, falls [; > Qugrs oder [; < Q

i > Qos7s < Qo,125 (13)
0 , sonst

’ (14)

1Q)? | falls [; >

(L + @0,8
f ([) (I; + —fQ)Q , falls [; > Ct‘?vo,4 oder [; < @O,G (15)
L)=9 . -
(L, —1Q)* , falls [; < Qo
\ll- , sonst
. 2 falls[; < Q
iy = 4" = oz (16)
0 , sonst
. 2 falls; > Q
foly =4 > Qo7 an
0 , sonst
Fro(li) = o (L) (18)
fuul) =1 —1|l] (19)

die gewihlten Gewichtsfunktionen. Fiir gegebene (C)LS [;, i = 1, ..., m, bezeichnet I, =

l; — [ die mittelwertbereinigten (C)LS. Die gewichteten (C)LS werden mit ; baw.
t = 1,...,m, bezeichnet. Weiter bezeichnet f@ den Interquartilsabstand von Iy, ..., I, @p
das entsprechende p-Quantil von Iy, ..., ;,, und ¢ die Dichtefunktion der Standardnormal-
verteilung.

Da die gewichteten (C)LS als Wahrscheinlichkeiten verwendet werden um entweder
Beobachtungen oder Variablen auszuwéhlen, werden die nach der Gewichtung resultie-
renden Werte lLl, s im normiert durch l;/ > lZ, i=1,..,m. Somit gilt >, l; =1

Der Grund fiir die Mittelwertbereinigung ist, die (C)LS, die nahe im Zentrum der
Werte liegen, niher an 0 heranzubringen. Zusétzlich sind alle Gewichtsfunktionen so kon-
struiert worden, dass die resultierenden Werte nicht negativ werden. Dies ist notig, da
die Werte als Wahrscheinlichkeiten verwendet werden. Fiir die CLS ist es moglich, dass
die gewichteten Werte negativ werden kénnen. In diesem Fall werden die Werte il, o Zm
ersetzt durch |l;1|, o ][m\

Die Gewichtsfunktionen sind so gewéhlt worden, um drei unterschiedliche Bereiche
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der (C)LS stérker hervorzuheben. Diese drei Bereiche sind die niedrigen (C)LS, die hohen
(C)LS und die mittleren (C)LS. Die niedrigen (C)LS sind die Werte, die eine geringe He-
belwirkung (leverage) besitzen und die hohen (C)LS entsprechend die Werte, die eine grofie
Hebelwirkung besitzen. Untersucht werden soll, ob sich eventuell eine hohe Hebelwirkung
starker auf die Selektion auswirkt als eine niedrige oder umgekehrt, bzw. ob eine mittle-
re Hebelwirkung besser geeignet ist oder eine Kombination der Bereiche. Jede gewéhlte
Gewichtsfunktion korrespondiert mit einem dieser drei Bereiche bzw. einer Kombination
dieser. Die Ausnahme bildet die Gewichtsfunktion f5. Bei dieser Gewichtsfunktion geht
es darum, die (C)LS nicht zu gewichten, sondern zu untersuchen ob die (C)LS auch ohne
Gewichtung dazu geeignet sind Beobachtungen oder Variablen zu selektieren. Da die Ge-
wichtsfunktionen iiber einen laufenden Prozess gewéhlt wurden, sind dhnlich gewichtete
Bereiche teilweise nicht kontinuierlich nummeriert (etwa bei den Gewichtsfunktionen fg
und fig). Um jedoch Verwirrungen bei der bereits begonnenen Auswertung der Daten zu
vermeiden, wird die Nummerierung beibehalten.

Die Gewichtsfunktionen f;, f; und f5 gewichten stéirker die Randbereiche und somit
gleichzeitig die hohen und niedrigen (C)LS. Die Gewichtsfunktionen werden dabei im-
mer restriktiver. Die Gewichtung von f; legt zwar schon eine starke Gewichtung auf die
Rénder, diskriminiert aber nicht gegen die mittleren Werte. Bei den Gewichtsfunktionen
fi und f5 ist dies der Fall. Die Idee dabei ist es, immer stiarker nur die Randbereiche der
Werte hervorzuheben und die Mitte zu vernachléssigen. Durch f5 werden sogar nur die
Rénder beriicksichtigt. Bei der Gewichtsfunktion f, wird eine in den Daten vorhandene
Schwelle (in Form des Interquartilsabstandes) eingebaut, um die Randbereiche gegen den
mittleren Bereich abzusetzen.

Bei der Gewichtung durch fg, fio und fi; geht es im Gegensatz darum die mittleren
(C)LS stérker hervorzuheben. Die Gewichtsfunktionen fq und fi; diskriminieren nicht so
streng gegen die Randbereiche. Dahingegen diskriminiert fg sehr stark gegen die Réander.
Dies fiihrt teilweise dazu, dass nur sehr ausgewéhlte Beobachtungen bzw. Variablen durch
die (C)LS selektiert werden und zwar solche deren (C)LS Werte sehr stark im Zentrum
der Werte liegen.

Die Gewichtsfunktionen f3, fs und fy9 heben entsprechend einen der Randbereiche
hervor. Bei f3 und fg sind dies die Werte mit niedriger Hebelwirkung und bei fq die
Werte mit hoher Hebelwirkung. Erneut beriicksichtigen fg und fq keine Werte, die nicht
in dem Bereich liegen. Die Idee dahinter ist es, zu untersuchen ob der entsprechende
Wertebereich dazu geeignet ist eine gute Selektion durchzufiihren. Als Grenzen fiir den
Bereich werden dafiir das 0,25- bzw. das 0,75-Quantil gewéhlt, um Zugriff auf die oberen
bzw. unteren 25% der Daten zu haben. Die Gewichtsfunktion f3 wird als nicht so strenger
Kontrast zu fg gewéhlt. Eine nicht so strenge Alternative zu fg ist die Gewichtung durch
fa. Da f5 die Werte unverandert lésst, fithrt dies automatisch dazu, dass Beobachtungen
bzw. Variablen mit hohen Werten eine hohere Wahrscheinlichkeit besitzen ausgewéhlt zu

werden.
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Tabelle 2: Ubersicht der durch die Gewichtsfunktionen stirker gewichteten Bereiche der

Leverage bzw. Cross Leverage Scores.

Gewichteter Bereich Gewichtsfunktionen | Anteil der verfiigharen Daten
Hohe und niedrige (C)LS fis fa, 5 100%/100%/25%

Niedrige (C)LS I3, fs 100%/25%

Hohe (C)LS fo 25%

Mittlere (C)LS fe, fio, fn 100%/100%/100%

Mittlere, hohe und niedrige (C)LS | f7 100%

(C)LS als Kriterium fo 100%

Als letztes ist f; eine Kombination der drei Bereiche, wobei die Randbereiche erneut
starker gewichtet sind. Es werden wieder Informationen in den Daten verwendet, um die
Bereiche hervorzuheben. Dazu wird erneut der Interquartilsabstand verwendet.

Eine Ubersicht der durch die Gewichtsfunktionen besonders hervorgehobenen Bereiche
findet sich in Tabelle [2] In der ersten Spalte ist der entsprechende Bereich der (C)LS
angegeben, der durch die Gewichtsfunktion beriicksichtigt wird. In der zweiten Spalte
finden sich die korrespondierenden Gewichtsfunktionen. In der dritten Spalte ist der Anteil
der gesamten Daten aufgetragen, der durch die Gewichtsfunktion noch zur Verfiigung
steht. Dies ist von Interesse, da einige der Gewichtsfunktionen gegen gewisse Bereiche
der Daten diskriminieren und es fiir diese Gewichtsfunktionen nicht moglich ist, dass alle
(C)LS verwendet werden und somit ist es nicht moglich, dass alle Beobachtungen in die
Stichprobe gelangen konnen.

In Abbildung [7]ist eine graphische Repréisentation der Gewichtsfunktionen abgebil-
det. Diese verdeutlicht, wie stark die einzelnen Gewichtsfunktionen die (C)LS gewichten.
Bei der Darstellung ist die Normierung bereits beriicksichtigt. Eindeutig lassen sich ge-
wisse Merkmale der Gewichtsfunktionen erkennen. So ist etwa in Abbildung (7| (f) zu
erkennen, dass fs sehr stark gegen die Randbereiche der Werte der (C)LS diskriminiert.
Die Diskriminierung der nicht beriicksichtigten Bereiche lassen sich auch in den Abbil-
dung [7] (e), (h) und (i) erkennen.

Um aus den Daten Beobachtungen zu selektieren, werden in erster Linie die LS der
Beobachtungen verwendet. Die CLS ergeben in diesem Kontext keinen Sinn, da diese den
Einfluss der i-ten Beobachtung auf die j-te Beobachtung beschreiben. Diese Information
ist jedoch nicht geeignet fiir die Wahl der Beobachtungen. Bei der Wahl der Variablen
werden sowohl die LS der Variablen, als auch die CLS der Variablen beriicksichtigt, dabei
ganz speziell die CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable. Zur Bestimmung der
Hat-Matrix wird wie beschrieben der transformierte Vektor der abhéngigen Variable mit
der Datenmatrix vereinigt und entsprechend mit der transformierten Datenmatrix XT e
R+ die QR-Zerlegung durchgefithrt. Die resultierende Hat-Matrix H € R(@+1D)x(d+1)

enthédlt dann in der (d 4 1)-ten Zeile bzw. Spalte, den Einfluss (leverage) jeder einzelnen
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Abbildung 7: Graphische Repréisentation der gewéahlten Gewichtsfunktionen.

Variable auf die abhéngige Variable.

Jede Beobachtung bzw. Variable eines Datensatzes besitzt einen Index i, 1 = 1, ..., m.
Fiir das zuféllige Ziehen der Stichprobe vom Umfang r wird der Index der Beobachtung
bzw. Variable (abhéngig von der Situation) mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit p; ge-
zogen und die entsprechende Beobachtung bzw. Variable dementsprechend der Stichprobe
hinzugefiigt. Dazu werden fiir die hinzugefiigte Beobachtung i simtliche Auspragungen der
SNPs mit in die Stichprobe aufgenommen, wohingegen fiir eine Variable ¢ die Auspragun-
gen des entsprechenden SNPs jeder Person fiir diesen SNP in die Stichprobe mitaufgenom-

men wird. Die néchste Beobachtung bzw. Variable gelangt mit einer Wahrscheinlichkeit

~ D
pi = Ez:z;il’l
festgelegt Anzahl r an Beobachtungen bzw. Variablen gezogen sind. Die Auswahlwahr-

in die Stichprobe, j = 1,...,m, j # i, usw. Dies geschieht bis die vorher

scheinlichkeiten ergeben sich aus den gewichteten (C)LS: p; = I; baw. p; = [;. Als Vergleich
dazu wird eine einfache Zufallsauswahl (Simple Random Sample, SRS) verwendet. Bei der
SRS ist die Auswahlwahrscheinlichkeit fiir jede Beobachtung bzw. Variable gleich p; = %,
i = 1,...,m. Der Vergleich soll zeigen, ob es einen Unterschied macht, die (C)LS bei der
Walhl fiir die Stichprobe zu beriicksichtigen oder ob es keinen Unterschied macht bzw.
einen negativen Einfluss hat.

Als zweiter Ansatz werden die Beobachtungen bzw. Variablen nicht zufillig in die
Stichprobe aufgenommen, sondern fest anhand des entsprechenden (C)LS-Wertes aus-
gewihlt. Dazu werden die (C)LS mit den Gewichtsfunktionen gewichtet und entsprechend
die » Beobachtungen bzw. Variablen in die Stichprobe aufgenommen, die nach der Ge-

wichtung den hochsten Wert besitzen. Dies hat den Sinn, dass z.B. durch die Gewichtung
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mit fy die r Beobachtungen in die Stichprobe gelangen, die den héchsten (C)LS-Wert
besitzen.

Sowohl bei der festen Auswahl als auch bei dem Ziehen proportional zu den (C)LS
gibt es Einschrinkungen. Beim zufélligen Ziehen der Beobachtungen kann es passieren,
dass in der Stichprobe keine Fille oder Kontrollen vorhanden sind. Sollte dies passieren,
ist es nicht moglich ein logisches Regressionsmodell anzupassen. Daher wird das Ziehen
der Stichprobe solange wiederholt, bis mindestens ein Fall bzw. mindestens eine Kontrol-
le Teil der Stichprobe sind. Bei der festen Auswahl der Beobachtungen anhand der LS
kann der Fall auftreten, dass es in der fest gewéhlten Stichprobe keine Fille bzw. keine
Kontrollen gibt. Wenn dies auftritt, erhélt die Klassifikationsrate der Stichprobe durch
die feste Auswahl den Wert 0, da keine Klassifikation durchgefiihrt werden kann. Beim
festen Auswihlen der Variablen kann es passieren, dass es in den SNPs weniger als drei
Ausprigungsmoglichkeiten gibt. Dies ist im Kontext der Analyse von SNP-Daten nicht
sinnvoll, da es in der Codierung der SNP-Daten drei Auspriagungsmoglichkeiten gibt und
das Fehlen von Auspragungen zu Informationsverlust fithrt und dazu, dass die Klassifi-
kation fiir eine neue Person potentiell nicht moglich ist, sollte diese eine der fehlenden
Ausprigungen besitzen. Entsprechend erhélt die Klassifikationsrate ebenfalls den Wert
0, da kein Modell angepasst werden kann. Aus demselben Grund wird beim Ziehen der
Variablen proportional zu den (C)LS die Ziehung solange wiederholt, bis alle drei Aus-
pragungsmoglichkeiten vorhanden sind.

Fiir das Anwenden des logicFS-Ansatzes (vgl. Kapitel werden in jeder Situa-
tion dieselben Einstellungen verwendet. Als erstes werden die SNPs des entsprechenden
Datensatzes in Binérvariablen codiert mit der R-Funktion ,,make.snp.dummy* aus dem R-
Paket ,logicF'S“ (Schwender 2013). In B = 100 Wiederholungen des Algorithmus wird in
jedem Schritt ein einzelner Baum mit einer maximalen Anzahl von 8 Bléttern angepasst.
Als Algorithmus zum Anpassen der Baume wird das Simulated-Annealing verwendet. Die
Klassifikationen werden per Bagging bestimmt, indem die zu klassifizierende Beobach-
tung durch alle B Baume klassifiziert wird und in die Klasse eingeteilt wird, die durch
die Mehrheit der Baume bestimmt wird. Anschlieend wird der klassifizierte Status mit
dem wahren Status der Beobachtung verglichen. Dies bildet die Klassifikationsrate k. In
dem néchsten Unterkapitel geht es um den ersten Spezialfall bei SNP-Daten. Wie bei
vielen anderen Regressionsproblemen liegen in dieser Situation mindestens so viele Beob-
achtungen wie Variablen vor. An den Daten der Simulationen 1 bis 3 sowie an den Daten
des logicF'S-Datensatzes wird untersucht, ob es einen Einfluss hat, die Beobachtungen

proportional zu den LS in die Stichprobe aufzunehmen.
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5.2 Der Fall n > d

Im Fall n > d geht es darum, aus den n Beobachtungen des Datensatzes eine Stichprobe
n’ < n zu ziehen, um daran ein logisches Regressionsmodell anzupassen. Bewertet werden
soll, ob es geniigt, einen gewissen Teil der Daten zu verwenden und ob sich bessere Ergeb-
nisse erzielen lassen, wenn diese Beobachtungen proportional zu ihren LS in die Stichprobe
aufgenommen werden. Von jedem Datensatz wird ein Prozentsatz P an Beobachtungen
in die Stichprobe aufgenommen, welcher vom Umfang des Datensatzes abhéingt. An diese
Lernstichprobe vom Umfang n’ = [P - n] werden logische Regressionsmodelle nach dem
logicF'S-Ansatz angepasst. Jede der n” = n —n’ Beobachtungen des Testdatensatzes wird
anhand dieser logischen Regressionsmodelle iiber die entsprechenden SNPs ausgewertet
und in den Status krank oder gesund klassifiziert. Diese Prognose wird mit dem wahren
Status verglichen. Der Anteil der Beobachtungen, die aufgrund ihrer Prognose richtig klas-
sifiziert werden, bildet die Klassifikationsrate k. Zusétzlich werden in ausgewéhlten Fallen
die gefundenen Wechselwirkungen verglichen. Bei der Bestimmung der Modelle wird das
Wichtigkeitsmafl in Gleichung aus Kapitel bestimmt und die gefundenen
Wechselwirkungen somit bewertet.

Einfithrend wird die vorgestellte Methodik an dem logicF'S-Datensatz angewandt, da-

nach an den drei Simulationen 1 bis 3.

5.2.1 Auswertung der logicFS-Daten

Als erstes wird das Vorgehen an den logicF'S-Daten (siehe Kapitel angewandt. Auf
dem ganzen Datensatz wird einfithrend ein logisches Regressionsmodell mit dem logicFS-
Ansatz angepasst. In Abbildung |8| (a) sind die LS der Beobachtungen dargestellt, be-
stimmt wie in Kapitel beschrieben. Die LS der Fille sind in rot besonders gekenn-
zeichnet. Als horizontale Linien sind das 0,25-, das 0,5- und das 0,75-Quantil der LS
dargestellt. Zu erkennen ist, dass die LS rechtsschief sind. Es gibt mehr Werte die nach
oben ausreiffen und somit eine hohe Hebelwirkung besitzen. Weiter ist zu erkennen, dass
die LS bei den Fillen eine stéirker ausgepragte Schiefe besitzen als bei den Kontrollen, da
es mehr extreme Werte gibt.

In Abbildung (8| (b) ist die Wichtigkeit der 15 wichtigsten Wechselwirkungen auf-
getragen (vgl. Gleichung ) Die Wechselwirkungen sind in DNF und koénnen somit
direkt abgelesen werden. Im Kontext dieser Grafiken bezeichnet !X; in der gesamten Ar-
beit das Kompliment der entsprechenden Binérvariable X;, ¢ = 1, ..., 30. Die in Kapitel
angegebenen Wechselwirkungen des logicFS-Datensatzes werden durch

Lrs,,,, = (X1 A Xa)
Lrsy, ., = (X5 NX{ A X7 A Xs)
Lrs,, . = (X5 A Xe A Xo A X1 A X717 A X))

als DNF ausgedriickt. Alle der 9 wichtigsten Wechselwirkungen enthalten Binérvariablen,

die nach Konstruktion der Daten zum Bilden des Krankheitsstatus beitragen. Die einzige
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Abbildung 8: Uberblick einiger Merkmale des logicFS-Datensatzes: (a) Leverage Scores
der Beobachtungen, (b) Wichtigkeitsmaf} der gefundenen Wechselwirkungen beim Anpas-
sen logischer Regressionsmodelle nach dem logicFS-Ansatz auf den gesamten Datensatz.

Das Komplement einer Binarvariable X; ist mit !X gekennzeichnet.

Wechselwirkung, die vollends identifiziert wird, ist Lrg, und dies mit einer vergleichsweise
geringen Wichtigkeit. Negative Werte des WichtigkeitsmaBes treten auf, wenn es Uber-
schneidungen von Wechselwirkungen gibt, z.B. bei der Wechselwirkung (X$ A X0 A X5).
Das angepasste Modell besitzt einen OOB-Fehler von 0% was bedeutet, dass jede der Be-
obachtungen, die nicht Teil der Bootstrap-Stichprobe ist, richtig klassifiziert wird. Nach
Schwender und Ickstadt (2008, S. 193) gelangen im Erwartungswert etwa zwei Drittel
der Beobachtungen in die Bootstrap-Stichprobe. Dies bedeutet, dass das Modell an etwa
einem Drittel der Daten evaluiert wird und jede dieser Beobachtungen richtig klassifiziert
wird. Es kann somit davon ausgegangen werden, dass es in dieser Datensituation moglich
ist, mit dem richtigen Modell jede Beobachtung korrekt zu klassifizieren.

Nun soll aus dem Datensatz eine Stichprobe vom Umfang n’ entnommen werden und
daran der logicF'S-Ansatz angewendet werden. Als Skizze fiir die Auswahl der Beobach-
tungen wird das in Kapitel beschriebene Vorgehen verwendet. Der Umfang der Stich-
probe n’ entspricht der reduzierten Dimension r. Dem Vorgehen entsprechend wird der
Vektor der Realisationen der abhéingigen Variable transformiert und mit der Datenmatrix
vereinigt, um die LS zu bestimmen. Als Prozentanteil P der Daten werden jeweils 5%,
10%, 15%, 20% und 25% verwendet und die Stichproben besitzen somit einen Umfang von
n’ € {20, 40, 60, 80, 100} Beobachtungen. In dem Fall n" = 20 besitzt die verbleibende Da-
tenmatrix keinen vollen Spaltenrang mehr, da es nach der Transformation der SNP-Daten
in Bindrdaten mehr Variablen als Beobachtungen gibt. Dieser Anteil ist der geringste An-
teil an dem es moglich ist ein logisches Regressionsmodell anzupassen, da sonst nicht
genug Beobachtungen zur Verfiigung stehen. Als Obergrenze wird 25% gewéhlt, da es um
die Reduktion von Datensétzen geht und daher kein zu groler Anteil der Daten verwendet
werden soll.

Die Beobachtungen, welche in die Stichprobe aufgenommen werden, kommen auf un-
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Abbildung 9: Darstellung der Leverage Scores der 400 Beobachtungen des logicFS-

Datensatzes nach der Gewichtung durch die Gewichtsfunktionen f; bis fi;.

terschiedliche Weise in die Stichprobe. Als Referenz wird immer die SRS genommen. Jede
Beobachtung besitzt bei der SRS dieselbe Wahrscheinlichkeit in die Stichprobe zu gelan-
gen. Im Vergleich dazu wird jeder Beobachtung eine Wahrscheinlichkeit proportional zu
ihrem LS-Wert zugewiesen. Die in Abbildung (8| (a) dargestellten LS des Datensatzes
werden mit den elf in Gleichung @ bis in Kapitel vorgestellten und in Ab-
bildung [7] dargestellten Gewichtsfunktionen gewichtet und bilden nach der Gewichtung
die Auswahlwahrscheinlichkeiten. Dies ist in Abbildung [9] dargestellt.

Deutlich lassen sich Unterschiede in den resultierenden Werten der LS nach der Ge-
wichtung erkennen. Diese teilweise sehr unterschiedlichen Gewichtungen fiithren dazu, dass
sehr unterschiedliche Beobachtungen mit einer hoheren Wahrscheinlichkeit aufgenommen
werden.

Neben der zufilligen Auswahl proportional zu den LS wird der Ansatz verfolgt, die
Beobachtungen fest anhand ihrer LS in die Stichprobe aufzunehmen. Dazu werden die LS
entsprechend der jeweiligen Gewichtsfunktion gewichtet und dann die n’ Beobachtungen
in die Stichprobe aufgenommen, die nach der Gewichtung die héchsten Werte besitzen.
Dies bedeutet z.B. bei der Gewichtung durch fy, dass die n’ Beobachtungen mit den

héchsten LS in die Stichprobe aufgenommen werden, wohingegen bei der Gewichtung mit
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Abbildung 10: Boxplots der Klassifikationsraten bei wiederholter Anpassung logischer
Regressionsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz auf unterschiedlichen Prozentséitzen der
logicF'S-Daten.

der Gewichtsfunktion fjy die Beobachtungen mit LS Werten direkt aus dem Zentrum der
Werte aufgenommen werden. Diese Methodik ist sehr starr und es kénnen auf jedem Da-
tensatz immer nur dieselben Beobachtungen in die Stichprobe gelangen. Weiter fiihrt es
bei vielen Gewichtsfunktionen dazu, dass dieselben Beobachtungen durch diese Gewichts-
funktionen ausgewéhlt werden. Da es in dem Datensatz nur eine Realisation der LS gibt,
kann die Klassifikation, die durch diese Auswahl durchgefiihrt wird, nicht weiterfiithrend
iiberpriift werden. Dies wird erst in der anschliefenden Simulationsstudie moglich.

Pro Gewichtsfunktion werden 100-mal fiir jeden der gewéhlten Anteile der Daten
n’ € {20,40,60,80,100} die Beobachtungen zufillig gezogen, jeweils per SRS und pro-
portional zu den gewichteten LS. Mit diesen Daten werden logische Regressionsmodelle
nach dem logicFS-Ansatz angepasst und die Klassifikationsrate anhand der restlichen
n” € {380, 360, 340, 320, 300} Beobachtungen bestimmt. Gleichzeitig werden fiir jede Ge-
wichtung die Beobachtungen fest gewéhlt und ein entsprechendes Modell angepasst.

In Abbildung sind Boxplots der so entstehenden Klassifikationsraten dargestellt.
Als horizontale Linie ist das arithmetische Mittel der SRS in rot dargestellt. Der Richt-
wert 0,5 fiir die Klassifikation ist als schwarze, horizontale Linie dargestellt. Als besonders
hervorgehobene Punkte sind jeweils die Klassifikationsraten bei fester Auswahl der Beob-
achtungen anhand der LS dargestellt.

Wie sich leicht vermuten ldsst, ist die Klassifikationsrate von der Anzahl der ver-
wendeten Daten abhéngig und je grofler der verwendete Anteil ist, umso besser wird die
Klassifikation. In Abbildung 10| (a) ist auffillig, dass die feste Auswahl der Beobachtun-
gen anhand der LS bei etwa der Hélfte der Gewichtsfunktionen zu einer deutlich besseren

Klassifikationsrate fithrt als die zufillige Auswahl. Dies sind die Gewichtsfunktionen die
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zu den niedrigen LS korrespondieren und diese die gegen die mittleren LS diskriminieren.
Die besten Klassifikationen lassen sich im arithmetischen Mittel bei 5% der urspriing-
lichen Daten durch die Gewichtung von fg und damit durch die niedrigen LS erzielen.
In dieser Arbeit ist damit gemeint, wenn sich Klassifikationen durch eine Gewichtung
erzielen lassen, dass die Klassifikationen durch die Stichprobe entstehen die anhand der
Gewichtung durch diese Gewichtsfunktion gewihlt sind. Wie in Abbildung (a) zu
erkennen ist, liegt die Box des Boxplots bereits iiber dem Mittelwert der einfachen Zu-
fallsauswahl mo,% = 0, 6738 und somit sind drei Viertel der Klassifikationsraten besser
als dieser Wert. Das arithmetische Mittel der Klassifikationsraten bei der Gewichtung
durch fg liegt bei 0,7182 und der Median bei 0,7342. Dies deutet auf eine leicht ausge-
prigte Linksschiefe der Klassifikationsraten hin. Entsprechend gibt es mehr hohe Werte
der Klassifikationsraten als niedrige. Weiter bedeutet es, dass bei einer im arithmetischem
Mittel ungefahr 4% hoheren Klassifikationsrate ungefahr n”-0,04 = 380-0, 04 ~ 15 Perso-
nen im Mittel zusédtzlich haufiger richtig klassifiziert werden als bei der SRS. Im Kontext
der Klassifikation des Krankheitsstatus ist dies schon ein Zugewinn. Demgegeniiber liegen
die Klassifikationsraten bei der festen Auswahl fiir die Gewichtsfunktionen fi, fi, f5, f7
und fg bei 0,8 oder leicht hoher. Dies ldsst die erste Vermutung zu, dass die feste Auswahl
bei einer Stichprobe von nur 5% der Gesamtdaten besser geeignet ist als die zufallige
Auswahl. Dies wird in der folgenden Simulationsstudie nidher betrachtet.

Bei dem Ubergang von 5% auf 10% des Datensatzes besitzt die Datenmatrix wieder
vollen Spaltenrang, da es mehr Beobachtungen als Bin&rvariablen gibt. In Abbildung
(b) fillt auf, dass sich die Klassifikationsraten bei allen Gewichtungen verbessern.
Dies lasst die Vermutung zu, dass es fiir gewisse Gewichtungen von Vorteil ist, dass die
verwendete Datenmatrix einen vollen Spaltenrang besitzt. Dies gilt besonders fiir die Ge-
wichtsfunktionen fg, f19 und f1; die zu den mittleren LS korrespondieren. Sehr interessant
ist zudem, dass die Klassifikation durch die Gewichtsfunktion fs nun zum Grofiteil un-
ter dem arithmetischen Mittel der einfachen Zufallsauswahl SRSy = 0, 8403 liegt, mit
einem Wert von 0,7978 fiir das arithmetische Mittel und 0,8042 fiir den Median der Klas-
sifikationsraten. Dahingegen hebt sich die Gewichtung durch f; am besten ab. Bei dieser
Gewichtung liegen die Klassifikationsraten vermehrt iiber dem arithmetischen Mittel der
SRS mit einem Wert von 0,8614 fiir das arithmetische Mittel und 0,8597 fiir den Median.
Weiter lasst sich bei 10% der Originaldaten festhalten, dass die Gewichtungen der mitt-
leren und besonders der hohen LS (durch fy) im arithmetischen Mittel zu schlechteren
Klassifikationsraten fiithrt. Weiter liegt die Klassifikation durch die feste Auswahl bei der
Hilfte der Gewichtungen im oberen Bereich der Klassifikationsraten, hebt sich aber nicht
mehr so eindeutig ab.

Bei grofleren Umféngen der Daten dndert sich die Eignung der Gewichtung. Besonders
auffillig ist, dass die Klassifikationen durch die Gewichtsfunktion fs bei allen grofieren
Stichprobenumfingen unter dem mittleren Niveau der SRS bleibt und sich sogar einpen-

delt. Mit dem mittleren Niveau ist das arithmetische Mittel der Klassifikationsraten ge-
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meint. Dieser Wert wird als Richtwert fiir den Vergleich herangezogen, da er im Gegensatz
zu dem Median nicht robust ist. Der Median gibt zwar einen besseren Richtwert fiir das
Zentrum der Klassifikationsraten, jedoch gibt es bei fast allen Gewichtungen Ausreifler in
den Klassifikationsraten (siehe etwa Abbildung 10| (e)) und es ist von Interesse, wie sich
diese Ausreifler auf den mittleren Wert auswirken. Daher wird bewusst ein nicht-robustes
Ma$ fiir den Vergleich herangezogen.

Die Gewichtungen durch f; und f5 heben sich weiter bei grofleren Umféangen der Stich-
probe hervor. Die Varianz der Klassifikationsraten ist kleiner als bei den anderen Gewich-
tungen und das mittlere Niveau liegt zu grofien Teilen iiber dem mittleren Niveau der
SRS. Auffallig ist in Abbildung |10| (e) zu erkennen, dass bei den meisten Gewichtsfunk-
tionen die Klassifikationsrate bei nahezu 1 liegt, aber es deutliche Ausreifler nach unten
gibt. Zusétzlich ist weiter festzuhalten, dass bei den Gewichtsfunktionen, die nur 25% der
Daten verwenden, bei dieser Auswahl zwar immer die selben Beobachtungen verwendet
werden um das Modell anzupassen, es jedoch Schwankungen in den Klassifikationsraten
gibt. Dies liegt daran, dass der logicF'S-Ansatz selbst ein zufallsbasiertes Verfahren ist und
die Beobachtungen zufillig in die Bootstrap-Stichprobe gelangen. Offensichtlich spielt es
eine Rolle welche der Beobachtungen in die Bootstrap-Stichprobe aufgenommen werden.

Die restriktive Gewichtung durch fg scheint sehr schlecht fiir die Auswahl der Beob-
achtungen zu sein. Sowohl bei der festen Auswahl als auch bei der zufilligen Auswahl
proportional zu den LS liegen die Klassifikationsraten in der Regel deutlich unter dem
mittleren Niveau der SRS. Als Grund dafiir lisst sich iiberlegen, dass immer dieselben
wenigen Beobachtungen mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit in die Stichprobe aufgenom-
men werden und diese nicht Tréger einiger der Wechselwirkungen sind. Interessant ist
auch der Kontrast zu den beiden Gewichtsfunktionen fiy und fi;, die ebenfalls zu den
mittleren LS korrespondieren (vgl. Tabelle [2). Das mittlere Niveau der Klassifikationen
durch fg liegt bei allen fiinf Stichprobenumfingen unter dem Niveau dieser beiden ande-
ren Gewichtungen. Es scheint bei dieser Datensituation nicht sehr vorteilhaft zu sein, so
stark gegen die Randbereiche der LS zu diskriminieren.

Die Gewichtsfunktionen f; und f5 heben sich ab 15% der Daten besonders hervor.
So liegen in Abbildung (c) die Boxen der Boxplots iiber dem mittleren Niveau der
SRS. Dies setzt sich auch bei 20% bzw. 25% der Daten fort und gilt ebenfalls fir f;
ab 20% der Originaldaten. Es treten bei dieser Gewichtung jedoch haufiger Ausreifier
nach unten auf. Dies deutet stark darauf hin, dass es giinstig ist, die Randbereiche der
LS zu beriicksichtigen und gegen die mittleren Werte zu diskriminieren. Bei 25% der
Daten werden durch f5 alle zur Verfiigung stehenden Beobachtungen verwendet. Dies
fithrt zu einer konstanten Klassifikationsrate von 100%. Nicht einmal durch die Bootstrap-
Stichprobe entsteht Variation in den Klassifikationsraten.

Insgesamt ist der Zugewinn in den Klassifikationsraten durch die Auswahl proportional
zu den LS eher gering und liegt im Bereich von etwa zwei bis vier Prozentpunkten. Im

Kontext des Auffindens einer Krankheit kénnen solche Zugewinne jedoch kritisch sein.
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Abbildung 11: Boxplots der Wichtigkeitsmafle der gefundenen Wechselwirkungen des
logicFS-Datensatzes bei unterschiedlicher Auswahl einer Stichprobe bestehend aus 5%
des Originaldatensatzes, sortiert danach, wie haufig diese gefunden werden. Eingeféarbt
sind die Uberschneidungen der Wechselwirkungen zwischen der einfachen Zufallsauswahl

und der zufilligen Auswahl proportional zu den Leverage Scores gewichtet nach: (d) fi,

(e) fs, (f) fs.

Daher geht es als néchstes darum, zu evaluieren, welche Wechselwirkungen durch die
Modelle gefunden werden und welche Wichtigkeit diese zugewiesen bekommen. Dies ist ein
Kernpunkt bei SNP-Daten da es von besonderem Interesse ist, die Wechselwirkungen zu
identifizieren, die zusténdig fiir das Auslosen der Krankheit sind und auf ihre Wichtigkeit
hin zu beurteilen. Da sich bei dem logicF'S-Datensatz besonders die Gewichtsfunktionen
f1, f5 und fs zumindest bei gewissen Anteilen der Daten hervorheben, werden die Modelle
dieser Gewichtungen gesondert betrachtet. Um die Gesamtanzahl der Wechselwirkungen
iiberschaubar zu halten, werden aus jedem angepassten Modell jeweils die fiinf wichtigsten
Wechselwirkungen und das entsprechende Maf herangezogen.

In Abbildung [11]sind Boxplots der Wichtigkeitsmafie (aus Gleichung (1)) der am
héaufigsten auftretenden Wechselwirkungen beim Anpassen logischer Regressionsmodel-
le nach dem logicFS-Ansatz bei einer Verwendung von 5% der logicF'S-Daten dargestellt.
Angeordnet sind die Boxplots danach, wie haufig die entsprechende Wechselwirkung durch
die Modelle gefunden werden, sortiert von oben nach unten. Dies bedeutet, dass die obers-
te Wechselwirkung in den Modellen am haufigsten vorkommt, die zweite Wechselwirkung
am zweithaufigsten, usw. In Abbildung 11| (a), (b) und (c) sind die gefundenen Wech-
selwirkungen durch die Auswahl per SRS dargestellt und darunter in Abbildung (d),
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(e) und (f) jeweils die Wechselwirkungen durch die Auswahl proportional zu den LS mit
den Gewichtsfunktionen f;, f5 und fs. Eingeférbt sind die Boxplots der Wechselwirkungen,
bei denen es zwischen der SRS und der Wahl proportional zu den LS Uberschneidungen
gibt.

Als erstes ist festzuhalten, dass bei 5% der verwendeten Daten die Wechselwirkungen
recht simpel sind. Unter den hdufigsten Wechselwirkungen bei jeder Auswahl ist nur eine
Dreifachwechselwirkung vertreten: (X; A Xg A X)) (vgl. Abbildung [11] (f)). Weiter ist
anzumerken, dass bei der SRS und der zufilligen Auswahl proportional zu den LS zum
Grofiteil andere Wechselwirkungen gefunden werden. Fiir jede der drei Gewichtsfunktio-
nen gibt es nur jeweils sechs Wechselwirkungen, die sich mit der SRS decken. Insgesamt
besitzt das Wichtigkeitsmafl geringe Werte und fiir einige der Wechselwirkungen eine
grofle Varianz. Durch die SRS wird nur eine einzelne Bin&rvariable gefunden, die nach
Konstruktion unbedeutend fiir die Erklarung des Krankheitsstatus ist. In allen anderen
Wechselwirkungen ist mindestens eine nach Konstruktion wichtige Bindrvariable vertre-
ten.

Auftillig ist, dass die Binérvariable Xg besonders hiufig durch die Gewichtung von
fs in den Wechselwirkungen vorkommt, bei insgesamt 11 der 20 Wechselwirkungen. Bei
der Anwendung des logicF'S-Ansatzes auf den vollen Datensatz ist diese Binédrvariable in
4 der 15 wichtigsten Wechselwirkungen vertreten (vgl. Abbildung 8| (b)) dazu noch in
der Wechselwirkung mit der hichsten Wichtigkeit: (X5 A X3). Die Biniirvariable X§ wird
am dritthdufigsten durch die Gewichtung mit fg gefunden. Dies legt erstens die Vermu-
tung nahe, dass die Tréger dieser Binérvariable niedrige LS besitzen und zweitens, dass
das Auffinden dieser Bindrvariable moglicherweise zusténdig ist fiir die im arithmetischen
Mittel besseren Klassifikationsraten durch diese Gewichtung. Als Kontrast dazu ist die
bei den anderen Gewichtungen am haufigsten gefundene Binérvariable X5 im vollen Mo-
dell erst an elfter Stelle, mit einer vergleichsweise geringen Wichtigkeit. Die Gewichtung
durch f; findet viele unwichtige Wechselwirkungen. Fiinf der am h&ufigsten gefundenen
Wechselwirkungen besitzen nach Konstruktion der Daten keinen Einfluss auf den Krank-
heitsstatus. Bei der Gewichtung durch f; werden ebenfalls viele einzelne Bin&rvariablen
als wichtig erkannt, die nach Konstruktion nicht bedeutend fiir den Krankheitsstatus sind.
Bei diesem Stichprobenumfang liegen vermutlich aus diesem Grund die Klassifikationsra-
ten im mittleren Niveau nicht iiber denen der SRS.

Bei der festen Auswahl der Beobachtungen anhand der LS liegt bei 5% der Daten
die Klassifikationsrate von drei Gewichtsfunktionen iiber denen der zufilligen Auswahl
(vgl. Abbildung (10| (a)). Die Gewichtung durch f; findet in den Wechselwirkungen ver-
mehrt die Binédrvariable Xs. Diese ist in 7 der 20 wichtigsten Wechselwirkungen vertreten.
Weiter wird die Binérvariable Xg als wichtigste Binédrvariable mit einer Wichtigkeit von
1,4 bewertet. Die Biniirvariable X, wird als einziger Einfluss gefunden, der nach Kon-
struktion nicht wichtig ist. Dies steht im Kontrast zu der zuféilligen Auswahl. Dies kénnte

eventuell der Grund fiir die deutlich bessere Klassifikationsrate der festen Auswahl sein.
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Bei der festen Auswahl mit f5 ist die Bindrvariable X, noch héufiger in den Wechsel-
wirkungen vertreten, in 9 der 20 wichtigsten Wechselwirkungen. Die Binérvariable Xg
wird ebenfalls als am wichtigsten bewertet. Interessanterweise sind 4 Wechselwirkungen
dabei, die nach Konstruktion keinen Einfluss besitzen. Dies scheint sich jedoch nicht auf
die Klassifikationsrate auszuwirken. Bei der Gewichtung durch fs werden erstens kom-
plexere Wechselwirkungen bei diesem Prozentanteil gefunden und erneut sehr zuverléissig
die Binérvariable Xg. Diese kommt in 15 der 20 wichtigsten Wechselwirkungen vor. Zu-
dem wird keine nach Konstruktion nicht einflussreiche Binérvariable alleine selektiert. Die
Binérvariable X5 findet sich dagegen gar nicht unter den Wechselwirkungen. Anscheinend
geniigt es, fiir eine vergleichsweise hohe Klassifikationsrate, eine der beiden Binérvariablen
selektiert zu haben. Dies kann jedoch auch eine Erklarung fiir die etwa 20% falschklas-
sifizierten Beobachtungen sein. Dies legt stark die Vermutung nahe, dass die Tréager der
entsprechenden Wechselwirkungen andere LS besitzen.

Eine Erhchung des Stichprobenumfangs P fiihrt dazu, dass die gefundenen Wechsel-
wirkungen komplexer werden. Dies geht mit einer Verbesserung der Klassifikationsraten
einher. Weiter verstirken sich die Uberschneidung zwischen den gefundenen Wechselwir-
kungen durch die SRS und durch die Auswahl proportional zu den LS. Interessanterweise
nimmt dies bei einem Stichprobenumfang von 25% der Originaldaten wieder ab. Dies liegt
vermutlich daran, dass die Wechselwirkungen immer komplexer werden und somit die
Uberschneidungen der eindeutig selben Wechselwirkungen wieder abnehmen. Wie bereits
angemerkt und in Abbildung zu erkennen, ist die Verbesserung der Klassifikations-
rate durch eine Erhéhung des Stichprobenumfangs bei der Gewichtsfunktion fg weniger
deutlich als bei den anderen Gewichtsfunktionen. Dazu nehmen die Uberschneidungen mit
den Wechselwirkungen der SRS auch nicht so deutlich zu und liegen hinter den anderen
Gewichtungen zuriick. Da fg nur niedrige LS beriicksichtigt und demgegeniiber f; und f5
auch hohe und mittlere LS ist dies ein weiteres Indiz dafiir, dass Beobachtungen mit niedri-
gen LS andere Wechselwirkungen besitzen als Beobachtungen mit mittleren und hohen LS.
So bedarf es einem Stichprobenumfang von 20% der Originaldaten bis die Binérvariable
X5 durch fg unter die fiinf am h&ufigsten erkannten Wechselwirkungen aufgenommen wird
und dazu mit einer vergleichsweise geringen Wichtigkeit. Demgegeniiber wird X, durch
die beiden anderen Gewichtungen als deutlich wichtiger bewertet und befindet sich immer
unter den am haufigsten gefundenen Wechselwirkungen. Schon bei 10% der Originalda-
ten treten keine Wechselwirkungen mehr auf, die nicht wenigsten eine nach Konstruktion
wichtige Binarvariable enthalten. Die drei wichtigsten Wechselwirkungen beim Anpassen
der Modelle auf dem gesamten Datensatz X, (X A Xg) und (X A Xi9 A X§7) werden
durch die SRS, f; und f5 bereits bei 10% der Originaldaten erkannt und finden sich un-
ter den wichtigsten Wechselwirkungen. Bei fg findet sich (Xg A X9 A X)) erst ab 15%
der Originaldaten unter den am héaufigsten gefundenen Wechselwirkungen, wohingegen
(XS A Xg) die hochste Wichtigkeit erhilt.

In Abbildung sind Boxplots der Wichtigkeitsmafle der am héaufigsten gefunde-
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Abbildung 12: Boxplots der Wichtigkeitsmafle der gefundenen Wechselwirkungen des
logicFS-Datensatzes bei unterschiedlicher Auswahl einer Stichprobe bestehend aus 25%
des Originaldatensatzes, sortiert danach, wie haufig diese gefunden werden. Eingeféarbt
sind die Uberschneidungen der Wechselwirkungen zwischen der einfachen Zufallsauswahl

und der zufilligen Auswahl proportional zu den Leverage Scores gewichtet nach: (d) fi,

(e) fs, (f) fs.

nen Wechselwirkungen bei der Verwendung von 25% der logicFS-Daten dargestellt. Im
Vergleich zu Abbildung ist deutlich zu erkennen, dass die Wechselwirkungen kom-
plexer sind. Weiter ist festzuhalten, dass von den beiden Gewichtsfunktionen f5 und fg
nur 25% der Gesamtdaten verwendet werden (siehe Tabelle [2]). Damit ist das zufillige
Ziehen proportional zu den LS bei diesem Prozentanteil gleich mit der festen Auswahl.
Die Varianz der Wichtigkeit in Abbildung (e) und (f) liegt nicht an der Auswahl
der Beobachtungen, sondern nur daran, welche der ausgewéhlten Beobachtungen in die
Bootstrap-Stichprobe gelangen. Bei der Gewichtung mit f; fiihrt dies zu einer konstan-
ten Klassifikationsrate von 100%. Wie in Abbildung (e) zu erkennen ist, gibt es
teilweise deutliche Ausreifler bei den Klassifikationsraten der anderen Gewichtsfunktio-
nen. Die beiden Randbereiche der LS scheinen somit in dieser Datensituation sehr gut
dazu geeignet zu sein, die Beobachtungen fiir das Anpassen der Modelle zu wéhlen. Nur
zwei Bindrvariablen in allen 11 gefundenen Wechselwirkungen sind nach Konstruktion
nicht von Bedeutung. Bei der SRS sind dies dreimal so viele Binédrvariablen wobei zu
beriicksichtigen ist, dass erstens mehr Wechselwirkungen gefunden werden und diese nur
mit geringer Gewichtung einflielen. Dies kann jedoch ein Grund fiir die Ausreiler in den
Klassifikationsraten bei der SRS sein. Ahnliches gilt fiir die Gewichtung durch f,. Weiter
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ist festzuhalten, dass die Gewichtung durch fg bei diesem Prozentanteil zum schlechtes-
ten mittleren Niveau bei den Klassifikationsraten fiihrt (siche Abbildung (10| (e)). Dafiir
scheint verantwortlich zu sein, dass nur eingeschrinkt Wechselwirkungen gefunden wer-
den und diese eine vergleichsweise geringe Wichtigkeit erhalten. Im Vergleich dazu liegt
die Klassifikationsrate im arithmetischen Mittel bei der Gewichtung durch fy um etwa
3 Prozentpunkte hoher. Die Gewichtsfunktion hebt dabei die hohen LS hervor. Von den
Gewichtungen, die nur einen Teil der Daten zulassen, schneidet jedoch die Vereinigung der
beiden Bereiche (durch f5) am besten ab. Dies weist erneut darauf hin, dass beide Rand-
bereiche zu beriicksichtigen sind. Weiter steht im Vergleich zu fg die Gewichtsfunktion f3
die ebenfalls die niedrigen LS hervorhebt. Die Gewichtung durch diese Gewichtsfunktion
liegt bei groBeren Stichprobenumféingen zwar ebenfalls hinter den anderen Gewichtungen
zuriick, dafiir jedoch im mittleren Niveau iiber fs. Dies ldsst die Vermutung zu, dass es
nicht sinnvoll ist, nur die 25% der Daten mit den niedrigsten LS zu verwenden.

Bereits 15% der Originaldaten sind genug, um mit der Gewichtung durch f; bei fester
Auswahl der Beobachtungen eine Klassifikationsrate von nahezu 100% zu erhalten. Mit
hoheren Prozentsidtzen der verwendeten Daten liegt die Rate konstant bei 100%. Die
gefundenen Wechselwirkungen néhern sich dabei schon denen aus Abbildung [§| (b) an.
Bei allen drei Prozentsiitzen und im vollen Modell werden die Wechselwirkungen (X§ A
Xg), Xo und (XgAX10AX[) als die drei wichtigsten Wechselwirkungen identifiziert, wobei
das Wichtigkeitsmafl mit dem Stichprobenumfang wéchst. Bei der Gewichtung durch f;
werden ebenfalls diese drei Wechselwirkung gefunden und das Wichtigkeitsmaf ist hoher.
Zudem liegt die Klassifikationsrate bereits bei 15% der Originaldaten bei 100%. Bei der
festen Auswahl der Beobachtungen durch die Gewichtung mit fg ist die Bindrvariable X,
erst bei 25% der Daten unter den wichtigsten Wechselwirkungen. Erneut ldsst dies die
Vermutung zu, dass dies der Grund fiir das schlechtere Abschneiden dieser Gewichtung
bei mehr Prozent der Originaldaten ist.

Die Auswertung des logicFS-Datensatzes legt den Verdacht nahe, dass bei sehr klei-
nen Stichprobenumfiangen die Gewichtung der niedrigen LS einen positiven Einfluss auf
die Klassifikationsrate hat, bei grofleren Umféangen die Gewichtung beider Randbereiche
der LS und dass die feste Auswahl der Beobachtungen besser geeignet ist als das zufalli-
ge Auswihlen proportional zu den LS. Da es sich bei dem logicFS-Datensatz um einen
simulierten Datensatz handelt, ist es jedoch nicht so einfach moglich mit nur einer Reali-
sation dieses Datensatzes die Ergebnisse zu verallgemeinern. Aus diesem Grund wird die
in Kapitel beschriebene Simulationsstudie durchgefiihrt, um deutlich mehr Daten
zur Verfiigung zu haben und gleichzeitig verschiedene Datensituationen abzudecken. Si-
mulation 1 ist direkt von dem logicF'S-Datensatz inspiriert und diesem nachempfunden.
Der Unterschied liegt in der Anzahl der Variablen. Absichtlich wird eine steigende Anzahl
Variablen gewihlt, um zu untersuchen ob es einen Einfluss hat wie viele uninformative
Variablen in den Datensétzen sind.

In Simulation 2 geht es darum, zu beurteilen wie es sich auf die Daten auswirkt wenn
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nicht alle Félle den Krankheitsstatus durch die genetischen Einfliisse der SNPs erkléart
haben. Bei den Datensétzen dieser Simulation ist entsprechend nur ein Teil der Félle
durch die SNPs erklédrt und die restlichen Félle durch andere Faktoren.

Bei Simulation 3 geht es darum, einen hochdimensionierten Datensatz vorliegen zu
haben, mit sehr viel mehr Beobachtungen als Variablen (n > d). Da es im Endeffekt um
so hochdimensionierte Datensétze geht, ist es von besonderem Interesse solche Daten zu
untersuchen, um herauszufinden ob die LS einen positiven Einfluss auf die Auswahl der

Beobachtungen haben.

5.2.2 Auswertung von Simulation 1

Nun geht es um die Auswertung der Simulation 1. Fiir jedes d € {10, 20, 30, 40,50} wer-
den jeweils 100 Datensétze simuliert. Entsprechend besteht Simulation 1 aus 500 Da-
tensétzen. Auf jedem der 500 Datensitze wird zunéchst der logicFS-Ansatz angewandt,
mit den beschriebenen Einstellungen. Es ergibt sich, dass der OOB-Fehler unabhéingig
von der Anzahl der Variablen ist. Fiir jede Anzahl d liegt der Median des OOB-Fehlers
bei 0,25%, das arithmetische Mittel bei etwa 0,3% und das Maximum bei 1,25%. Bei je-
weils 400 Beobachtung pro Datensatz bedeutet dies, dass hochstens fiinf Beobachtungen
nicht richtig klassifiziert werden. Diese Fehlklassifikationen lassen sich vermutlich dadurch
erkldren, dass der logicF'S-Ansatz ein zufallsbasiertes Verfahren ist. Es kann bei dieser Da-
tensituation davon ausgegangen werden, dass es moglich ist ein Modell anzupassen das
nahezu jede Beobachtung richtig klassifiziert und das dies unabhéngig von der Anzahl der
Variablen d ist.

In Abbildung [13] sind Boxplot der WichtigkeitsmaBe (aus Gleichung (1)) der 15
auf allen Datensdtzen am haufigsten gefundenen Wechselwirkungen dargestellt, getrennt
nach Anzahl der Variablen im Datensatz. Sortiert sind die Wechselwirkungen von oben
nach unten, wobei die oberste Wechselwirkung am haufigsten gefunden wird, die zweite
am zweithdufigsten usw. Die nach Konstruktion wahren Wechselwirkungen in DNF fin-
den sich in Gleichung (6]) bis (8)). Auffillig ist, dass die drei Wechselwirkungen bzw.
Biniirvariablen X5, X5 und (X7 A Xj9) in allen Datensituationen in der selben Reihen-
folge gefunden werden. Der Umstand, dass die Binédrvariablen X& und X1, am hiufigsten
selektiert werden ist etwas verwunderlich. Diese gehoren zu Tragern von Lz und diese
Gruppe ist die nach Konstruktion der Datensétze am schwéchsten besetzte Gruppe (vgl.
Tabelle [1). Jedoch zeigt sich beim Wichtigkeitsmaf$, dass es Einfliisse anderer Wechsel-
wirkungen gibt, die im arithmetischem Mittel eine hohere Wichtigkeit besitzen. Weiter
fallt auf, dass einige der Wechselwirkungen eine sehr hohe Varianz bei dem Wichtigkeits-
maf} besitzen. Diese gehoren in erster Linie zu L;. Eine Erkldrung dafiir kénnte sein, dass
bei einigen der Datensétze diese Wechselwirkung verkiirzt wurde, da der Krankheitsstatus
bereits aus Teilen der Wechselwirkung erklart wird. Keine der am haufigsten gefundenen
Wechselwirkungen enthilt Bin&rvariablen die nach Konstruktion nicht von Bedeutung

sind. Negative Werte treten in erster Linie dann auf, wenn Uberschneidungen zwischen
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Abbildung 13: Boxplots der Wichtigkeitsmafle der am héufigsten gefundenen Wechsel-
wirkungen beim Anpassen logischer Regressionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf die

vollen Datensatze der Simulation 1.

Wechselwirkungen gefunden werden, dhnlich wie bei dem logicFS-Datensatz. Interessan-
terweise erhélt die Bindrvariable X;o haufiger einen negativen Wert. Insgesamt sind die
Wechselwirkungen nicht sehr komplex, was an der maximalen Anzahl von 8 Bléttern pro
Baum liegen kann. Eine Erhohung der Blétter fiithrt jedoch erstens dazu, dass die Berech-
nung aufwéindiger wird und damit langer dauert und zweitens, dass zudem die Gefahr
besteht, dass Binédrvariablen in die Wechselwirkungen aufgenommen werden, die von der
Konstruktion der Daten her nicht fiir den Krankheitsstatus verantwortlich sind. Insge-
samt scheinen die Modelle nur bedingt von der Anzahl der Variablen abzuhéingen. Den
groBiten Einfluss hat die Anzahl d auf die benétigte Zeit zum Anpassen der Modelle, die
mit steigendem d teilweise deutlich ansteigt.

Das Finden und Bewerten der Wechselwirkungen scheint bei dieser Datensituation
vergleichsweise schwer zu sein. Es ldsst sich vermuten, dass sich dies potentiell negativ
auf die Stichproben auswirkt, da es mit dem vollen Datensatz schon schwer ist, einige der
Wechselwirkungen zuverldssig zu finden. Dies iibertrégt sich aber offensichtlich nicht auf
den OOB-Fehler, weshalb es gut moglich ist, dass die Klassifikationsraten nicht dadurch
beeinflusst werden.

Erneut sollen Stichproben vom Umfang n’ aus den Datensétzen entnommen werden,
um daran den logicFS-Ansatz anzuwenden. Fiir das Bestimmen der Beobachtungen wer-
den fiir jeden Datensatz die LS nach dem in Kapitel [5.1| vorgestellten Vorgehen bestimmt,
mit den Gewichtsfunktionen gewichtet und diese Bilden fiir den entsprechenden Datensatz

die Auswahlwahrscheinlichkeiten bzw. das Kriterium fiir die feste Auswahl der Beobach-
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Abbildung 14: Beispiel der Leverage Scores von jeweils 400 Beobachtungen unterschied-

licher Datensitze mit Anzahl Variablen d aus Simulation 1.

tungen. Da das Ziehen der Beobachtungen proportional zu den LS ein zufallsbasiertes
Verfahren ist, ist es wie bei dem logicF'S-Datensatz notig, das Verfahren auf jedem Daten-
satz zu wiederholen. Aufgrund des groflen Umfangs der vorliegenden Daten geschieht dies
auf jedem Datensatz 20-mal. Fiir jede Anzahl d der Variablen wird das Verfahren somit
fiir jede Gewichtsfunktion 2000-mal angewandt. Ein weiterer Vorteil der Simulationsstu-
die ist, dass die feste Auswahl der Beobachtungen anhand der LS vergleichbar wird. Bei
dem logicFS-Datensatz schneidet diese Methode teilweise besonders gut ab und es ist in-
teressant, zu untersuchen, ob dies auf mehreren Realisationen der Datensétze dhnlich gut
funktioniert. Entsprechend ist dies fiir jede Anzahl d bei jeder Gewichtsfunktion 100-mal
moglich.

In Abbildung sind beispielhaft die LS der jeweils 400 Beobachtungen verschiede-
ner Datensétze aus Simulation 1 dargestellt. Fiir jede Anzahl d gibt es eine Darstellung.
Es ist zu erkennen, dass die LS mit steigender Anzahl an Variablen grolere Werte an-
nehmen. Dies liegt daran, dass Y -, l; = d ist (vgl. Kapitel . Weiter nehmen mit
groferem d die Ausreifler in den Werten ab und es gibt nicht mehr so extreme Werte. Wie
bei dem logicF'S-Datensatz gibt es mehr hohere als niedrigere Werte, entsprechend sind
die LS rechtsschief. Dies setzt sich iiber die LS aller Datensétze fort. Die in Abbildung
(a) zu erkennenden Beobachtungen mit sehr hohen Werte im Zentrum der Daten sind
die Beobachtungen mit der Wechselwirkung L3. Der Umstand, dass sich viele hohe Werte
bei diesen Beobachtungen ergeben, ist bei allen 100 Datensétzen mit d = 10 zu erkennen.
Ansonsten ist immer zu erkennen, dass die LS der Fille dazu neigen, hohere Werte an-

zunehmen als die LS der Kontrollen, wobei dies mit mehr Variablen nicht mehr ganz so
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Abbildung 15: Boxplots der Klassifikationsraten bei wiederholter Anpassung logischer
Regressionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 5% der Daten aus Simulation 1, bei

zufalliger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.

stark zu sein scheint. Vereinzelt gibt es Datensétze in denen die LS stérker streuen und die
Kontrollen ebenfalls extremere LS-Werte besitzen. Die unterschiedlichen Ausprigungen
der LS in den einzelnen Gruppen der Wechselwirkungen legen die Vermutung nahe, dass
eine Gewichtung nur dieser speziellen Bereiche (z.B. die Gewichtung der hohen LS durch
fo) dazu fiithrt, dass dieser Einfluss durch die Gewichtung bevorzugt erkannt wird.
Erneut werden als Prozentanteile P der Daten 5%,10%,15%,20% und 25% der Origi-
naldaten verwendet und somit Stichproben der Umfinge n’ € {20, 40,60, 80,100}. Ange-
passt werden die Modelle mit denselben Einstellungen wie bei dem gesamten Datensatz.
In Abbildung sind Boxplots der Klassifikationsraten bei einem Stichprobenumfang
von 5% der Originaldaten dargestellt. Getrennt sind die Darstellungen nach der Anzahl
der Variablen d in den entsprechenden Datensétzen. Als rote horizontale Linie ist das
arithmetische Mittel der SRS dargestellt und als schwarze horizontale Linie der Richt-
wert 0,5. Grundsétzlich ldsst sich festhalten, dass das mittlere Niveau der SRS mit einer
steigenden Anzahl an Variablen immer mehr abnimmt. Weiter ist zu erkennen, dass die
Klassifikationsraten durch die Auswahl proportional zu den LS ebenfalls durch die Anzahl
der Variablen beeinflusst wird. Alle Gewichtungen verlieren im mittleren Niveau durch die
steigende Anzahl Variablen. Jedoch unterscheidet sich die Intensitét, in der dies geschieht.
In Tabelle |3| sind die arithmetischen Mittel der Klassifikationsraten beim Anpassen
der logischen Regressionsmodelle nach dem logicF'S-Ansatz auf 5% der Originaldaten in
Prozent angegeben. In der ersten Spalte ist angegeben, wie viele Variablen sich jeweils in

dem Datensatz befinden. Die restlichen Spalten enthalten das zu der jeweiligen Gewich-
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Tabelle 3: Arithmetisches Mittel der Klassifikationsraten in Prozent bei wiederholter An-
passung logischer Regressionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 5% der Daten aus
Simulation 1, bei zufélliger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage

Scores.

d | SRS fi f2 f3 fa f5 fe fr fs fo fio fi1
10 | 83,54 | 76,87 | 81,87 | 83,61 | 79,20 | 72,24 | 82,73 | 79,06 76,24 | 62,23 | 83,54 | 83,26

20 | 76,59 | 70,77 | 74,52 | 76,91 | 72,80 | 68,31 | 78,42 | 72,43 | 79,33 | 57,85 | 76,81 | 76,42
30 | 71,87 | 66,56 | 69,75 | 72,45 | 68,63 | 65,15 | 74,04 | 68,36 | 77,74 | 55,73 | 72,24 | 72,45
40 | 69,37 | 65,07 | 67,68 | 69,59 | 66,38 | 63,37 | 70,52 | 66,13 | 77,03 | 55,37 | 69,75 | 69,99
50 | 67,40 | 63,65 | 65,69 | 67,37 | 64,85 | 62,38 | 68,82 | 64,66 | 75,12 | 54,65 | 67,45 | 67,29

tung gehorende arithmetische Mittel. Fiir jede Anzahl an Variablen ist der hochste Wert
besonders hervorgehoben.

Festzuhalten ist, dass die Gewichtung durch fg bereits ab d = 20 den hoéchsten Wert
des arithmetischen Mittels besitzt und sich dies fiir jedes folgende d fortsetzt. Auffillig
ist weiterhin der Sprung im mittleren Niveau von d = 10 auf d = 20 fiir diese Gewich-
tung, da dies die einzige Gewichtung ist, bei der das mittlere Niveau ansteigt anstelle zu
sinken. Dies deckt sich mit den Ergebnissen der Auswertung des logicFS-Datensatzes, da
bei diesem Datensatz bei 5% der Originaldaten ebenfalls fg die besten Klassifikationsra-
ten erzielt. Weiter bleibt das mittlere Niveau von fg viel konstanter als bei den anderen
Gewichtungen. Bereits ab d = 30 liegt in Abbildung die Box der Klassifikationsra-
ten durch die Gewichtsfunktion fg iiber dem mittleren Niveau der SRS. Somit sind 75%
der Klassifikationsraten besser als dieser Wert. Fiir die Wahl der Beobachtungen bei nur
5% der Originaldaten sind die niedrigen LS somit wie bei den logicFS-Daten am besten
geeignet. Besonders féllt dies bei d = 50 auf. Hier liegt die mittlere Klassifikationsrate
mindestens 6 Prozentpunkte hoher als bei allen anderen Gewichtungen. Dies entspricht
mindestens 30 Personen, die im Mittel zusédtzlich haufiger richtig klassifiziert werden.
Dartiiber hinaus ist die Varianz der Klassifikationsraten am geringsten. Interessant dabei
ist erneut der Kontrast zwischen f3 und fg, die beide zu den niedrigen LS korrespondieren.
Jedoch diskriminiert f3 nicht gegen die anderen Wertebereiche. Dies scheint jedoch aus-
schlaggebend fiir die Unterschiede im Niveau der Klassifikationsraten zu sein. Dies deckt
sich erneut mit den Ergebnissen der Auswertung des logicF'S-Datensatzes.

Die Varianz scheint fiir alle Gewichtungen nicht von d abhéngig zu sein, mit Ausnah-
me der Gewichtsfunktion fy bei der sich die Varianz nahezu halbiert. Weiter ist auffillig
bei der Gewichtung durch fy, dass es ab d = 20 deutlich Ausreifier nach oben gibt (vgl.
Abbildung [15). Die schlechte Klassifikation durch fy ldsst sich vermutlich durch die in
Abbildung [14] gewonnene Erkenntnis begriinden, dass vor allem Tréger der Wechselwir-
kung L3 hohe LS besitzen, die entsprechend bevorzugt durch diese Gewichtung selektiert
werden.

Neben der zufilligen Auswahl proportional zu den LS kann nun wiederholt die fes-
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Abbildung 16: Boxplots der Klassifikationsraten beim Anpassen logischer Regressionsmo-
delle mit dem logicFS-Ansatz auf 5% der Daten aus Simulation 1, bei fester Auswahl der

Beobachtungen anhand der Leverage Scores.

te Auswahl der Beobachtungen anhand der LS durchgefithrt werden. Die Boxplots der
sich ergebenden Klassifikationsraten fiir 5% der Originaldaten sind in Abbildung
dargestellt. Bei der festen Auswahl fiithren viele Gewichtsfunktionen dazu, dass dieselben
Beobachtungen in die Stichprobe aufgenommen werden. So gelangen etwa durch f; und
fs die Beobachtungen mit den niedrigsten LS in die Stichprobe, durch f;, f4 und f5 die
Beobachtungen mit den allerniedrigsten bzw. allerhéchsten LS usw. Aufgrund dessen wird
auf eine zusétzliche Darstellung der Klassifikationsraten dieser Gewichtungen verzichtet.
Es gibt zwar teilweise leichte Schwankungen in den Klassifikationsraten bei den Gewichts-
funktionen die fest dieselben Beobachtung selektieren, dies liegt jedoch daran, dass der
logicFS-Ansatz selbst zufallsbasiert ist.

Sehr auffillig ist, dass bei d = 10 drei der fiinf Gewichtsfunktionen deutlich unter dem
mittleren Niveau der SRS liegen. Nur die Gewichtung der mittleren LS durch die Ge-
wichtsfunktionen fs und fig liegt in etwa auf diesem mittleren Niveau. Bei einer niedrigen
Anzahl Variablen und somit bei wenig {iberfliissigen Informationen in den Daten scheint
weder bei der zufilligen Auswahl proportional zu den LS, noch bei der festen Auswahl
der Beobachtungen eine Verbesserung der Klassifikationsraten durch die LS zu entste-
hen. Dies dndert sich jedoch deutlich, je mehr Variablen sich im Datensatz befinden. Ab
d = 30 liegt die Klassifikationsrate bei der festen Auswahl der Beobachtungen mit niedri-
gen LS durch fg zu einem Grof3teil {iber dem mittleren Niveau der SRS. Die Klassifikation
durch die Wahl der mittleren LS liegt im arithmetischen Mittel ab d = 30 etwa 5 bis 6
Prozentpunkte iiber dem mittleren Niveau der SRS. Dies bedeutet, dass durchschnittlich
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etwa 20 Personen zusétzlich haufiger richtig klassifiziert werden. Die Wahl der Beobach-
tung anhand der mittleren LS verhélt sich bei den Klassifikationsraten sehr dhnlich zu
der SRS, wobei die Varianz etwas geringer ist. Dabei ist zu beachten, dass fiir die feste
Auswahl jeweils 100 Klassifikationsraten fiir jede Datensituation vorliegen, fiir die SRS
entsprechend 2000. Das mittlere Niveau ist fiir diese Gewichtsfunktionen bei einer gerin-
gen Anzahl von Variablen nahezu identisch mit dem mittleren Niveau durch die zuféllige
Auswahl proportional zu den LS. Bemerkenswert ist weiter, dass die Gewichtsfunktionen,
welche die hohen LS mitberiicksichtigen, durchgehend deutlich schlechter abschneiden.
Dies zeigt sich vor allem bei der Gewichtsfunktion fo. Offensichtlich sind die hohen LS bei
diesem Prozentanteil ungeeignet dazu, die Beobachtungen fest zu selektieren. Da die Ge-
wichtsfunktion f; beide Randbereiche mitberiicksichtigen und besser abschneidet als fo,
kann davon ausgegangen werden, dass die hohen LS fiir die schlechten Klassifikationsraten
verantwortlich sind.

Grundsétzlich lasst sich wie bei dem logicFS-Datensatz erkennen, dass die Klassifi-
kationsraten mit steigendem Prozentanteil zunehmend besser und die Varianzen kleiner
werden. Interessant dabei ist, dass die zuféllige Auswahl bei jedem Prozentanteil und fiir
jede Gewichtung deutliche Ausreiler nach unten aufweist. Verglichen damit weisen die
Klassifikationen durch die feste Auswahl deutlich weniger extreme Ausreifler auf. Dabei
ist jedoch erneut zu beriicksichtigen, dass fiir die zufillige Auswahl pro Prozentsatz und
Gewichtsfunktion jeweils 2000 Klassifikationsraten vorliegen, fiir die feste Auswahl jeweils
nur 100. Der Median der SRS liegt immer {iber dem arithmetischen Mittel, was mit den
starken Ausreifflern nach unten auf eine Linksschiefe der Klassifikationsraten hinweist.

Die Gewichtung der Randbereiche durch f; schneidet bei der festen Auswahl in den
Klassifikationsraten in erster Linie dann schlecht ab, wenn entweder wenige Prozent der
Originaldaten verwendet werden bzw. wenn wenig Variablen im Datensatz sind. Bei hoher-
en Prozentanteilen und mehr Variablen im Datensatz verbessern sich die Klassifikations-
raten jedoch deutlich. Bei einem Anteil von 10% der Daten liegt sowohl die zufillige
Auswahl proportional zu den LS als auch die feste Auswahl der Beobachtungen konstant
unter dem mittleren Niveau der SRS. Dabei wird der Abstand kleiner, je mehr Variablen
sich im Datensatz befinden. Auffillig ist der Unterschied zwischen der zufélligen Auswahl
und der festen Auswahl. Die zuféllige Auswahl ist im mittleren Niveau nahezu gleichauf
mit der SRS, wobei es stidrkere Ausreifler nach unten gibt. Die feste Auswahl liegt im
arithmetischen Mittel teilweise 15 Prozentpunkte unter dem mittleren Niveau der SRS.
Dies bessert sich erst wieder mit mehr Variablen in den Datensétzen. In Abbildung
und Abbildung im Anhang sind die Boxplots der Klassifikationsraten beim Verwen-
den von 15% der Originaldaten dargestellt, in Abbildung mit der zufélligen Auswahl
proportional zu den LS und in Abbildung mit der festen Auswahl der Beobachtun-
gen anhand der LS. Grafiken im Anhang sind mit einem anfithrenden A gekennzeichnet.
Bei dieser Darstellungen der Boxplots ist angegeben, von welcher Simulation die Daten

stammen, ob die Beobachtungen zuféllig oder fest anhand der LS gezogen werden und
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welcher Prozentanteil der Originaldaten verwendet wird. In Abbildung und Abbil-
dung ist zu erkennen, dass erstens bei d = 10 Variablen und der festen Auswahl der
Beobachtungen die Klassifikationsraten sehr schlecht im Vergleich zu der SRS sind und
diese eine sehr hohe Varianz besitzen. Gleichzeitig ist in Abbildung (a) zu erkennen,
dass die Klassifikationsraten durch die Gewichtung fs insgesamt am schlechtesten sind.
Dies deutet darauf hin, dass die niedrigen LS fiir diese Datensituation und diesen Pro-
zentanteil ungeeignet fiir die Wahl der Beobachtungen sind und dies erklart vermutlich
das schlechte Abschneiden bei der Beriicksichtigung beider Randbereiche. Fiir keinen der
gewahlten Prozentsédtze hebt sich die Gewichtung der LS durch f; von der SRS ab. Die
Unterschiede im mittleren Niveau liegen bei etwa 1 Prozentpunkt Unterschied in den Klas-
sifikationsraten. Alleine bei 15% der Originaldaten liefert die Gewichtung von f; ab d = 30
bei der zuféilligen Auswahl der Beobachtungen proportional zu den LS, im arithmetischen
Mittel die besten Klassifikationsraten (vgl. Abbildung . Ein Zugewinn lésst sich bei
grofen Stichprobenumfingen und vielen Variablen bei der Varianz verzeichnen. Dies gilt
besonders bei der festen Auswahl. In Abbildung (e) lasst sich etwa erkennen, dass
es bei der festen Auswahl deutlich weniger Ausreiffler nach unten gibt als bei der SRS.
Hier liegt die Standardabweichung der Klassifikationsraten bei etwa 0,5 Prozentpunkten
unter der Standardabweichung der SRS. Anders als bei den logicFS-Daten lésst sich durch
die Gewichtung der LS mit f; keine Klassifikationsrate von fast 100% erreichen und die
Varianz wird auch nicht stabil.

Die Gewichtung der niedrigen LS durch fg erweist sich bei einem Prozentanteil von
5% als am erfolgreichsten im Hinblick auf das arithmetische Mittel der Klassifikations-
raten. Wie bereits angemerkt und in Abbildung (a) zu erkennen, #ndert sich dies
mit steigenden Stichprobenumféangen. Dies ist schon bei den logicF'S-Daten zu beobach-
ten. Weiterhin ist das mittlere Niveau ab d = 20 relativ konstant und nicht weiter von
der Anzahl der Variablen abhéngig. Die feste Auswahl schneidet bei allen steigenden
Prozentanteilen am schlechtesten ab und insgesamt ist der Zugewinn in den Klassifikati-
onsraten deutlich geringer als bei den anderen Gewichtsfunktionen. Es scheint somit in
dieser Datensituation fiir geringe Stichprobenumfénge von Vorteil zu sein, nur niedrige LS
zu beriicksichtigen, mit steigendem Stichprobenumfingen wird dies jedoch zum Nachteil.
Interessant ist der Kontrast bei der zufilligen Auswahl der Beobachtungen proportional zu
den LS zwischen f3 und fs. Da die Gewichtsfunktion fg nur Werte aus dem Randbereich
beriicksichtigt und f3 auch andere Werte, fiihrt dies zu einem Unterschied in den Klassi-
fikationsraten bei der zufilligen Auswahl und steigt mit grofleren Stichprobenumfingen
immer deutlicher an (vgl. etwa Abbildung . Dies verstérkt erneut die Annahme, dass
die Wahl von Beobachtungen nur mit niedrigen LS bei steigenden Stichprobenumfingen
nachteilhaft wird.

Kontréar dazu verhélt sich die Gewichtung der hohen LS durch die Gewichtsfunktion
fo. Bei niedrigen Stichprobenumféngen ist die feste Auswahl anhand der hohen LS beson-

ders schlecht und das mittlere Niveau liegt deutlich unter der SRS, was sich mit steigender
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Anzahl Variablen sogar noch verdeutlicht. Mit steigenden Stichprobenumfingen dndert
sich dies jedoch. Bei Verwendung von 15% der Originaldaten liegt das mittlere Niveau bei
der zufilligen Auswahl der Beobachtungen proportional zu den LS bei der Gewichtung
durch f9 konstant iiber dem mittleren Niveau der SRS, wobei ein gréfieres d dies weiter
begiinstigt. Der Unterschied im mittleren Niveau liegt bei etwa 1 bis 1,4 Prozentpunk-
ten. Weiter ist das mittlere Niveau auch konstant héher als das mittlere Niveau der SRS.
Im Vergleich dazu schwankt bei den Gewichtungen durch f;, f4 und f5 das mittlere Ni-
veau. Die Verbesserung der Klassifikationsraten durch die Gewichtung mit fq bei grofieren
Stichprobenumfangen verstdarkt den Verdacht, dass bei kleinen Stichprobenumféngen in
erster Linie Trager von L3 in die Stichprobe selektiert werden, wohingegen bei steigen-
den Stichprobenumféngen auch vermehrt Tréager der anderen beiden Wechselwirkungen
aufgenommen werden. Jedoch ist die sehr hohe Varianz in den Klassifikationsraten zu
beriicksichtigen. Zudem gibt es teilweise extrem viele Ausreifler nach unten, vor allem
bei der zufilligen Auswahl proportional zu den LS (vgl. etwa Abbildung . Dem-
gegeniiber ist die feste Auswahl deutlich stabiler. Dabei ist jedoch erneut die geringere
Anzahl der Klassifikationsraten bei dieser Auswahl zu berticksichtigen. Die besten Ergeb-
nisse werden bei einem Prozentanteil von 25% und einer festen Auswahl der Beobachtung
durch diese Gewichtung erzielt. Dies ist in Abbildung zu erkennen. Dabei ist das
mittlere Niveau bereits ab d = 20 iiber dem mittleren Niveau der SRS und die Stan-
dardabweichung der Klassifikationsraten ist in etwa halb so grof}, wobei es sich um etwa
ein Prozentpunkt Unterschied handelt. In dieser Datensituation ist es anscheinend von
Vorteil, bei wenigen zur Verfiigung stehenden Daten die niedrigen LS zu beriicksichtigen
und bei mehr zur Verfiigung stehenden Daten die hohen LS. Im Vergleich dazu bringt es
keine grofle Verbesserung, beide Bereiche zu beriicksichtigen.

Die Gewichtung der mittleren LS durch fg, fip und f1; hebt sich bei der zufilligen
Auswahl proportional zu den LS bei keinem Stichprobenumfang von der SRS ab. Die
restriktive Gewichtung durch fg fithrt eher dazu, dass die Klassifikationsraten bei steigen-
dem Stichprobenumfang im mittleren Niveau hinter den anderen beiden Gewichtungen
liegen. Ahnlich zu dem Argument bei den logicFS-Daten lisst sich vermuten, dass die
restriktive Gewichtung dazu fiihrt, dass immer dieselben Beobachtungen mit einer sehr
hohen Wahrscheinlichkeit in die Stichprobe gelangen und diese nicht unbedingt zum An-
passen der Modelle geeignet sind. Nicht so restriktiv gegen die Randbereiche zu sein,
erscheint erfolgversprechender. Dies deckt sich mit dem Ergebnis, dass die Konzentration
auf die hohen bzw. niedrigen LS bei unterschiedlichen Stichprobenumfingen besser ge-
eignet ist. Ansonsten ist die zuféllige Auswahl anhand dieser Gewichtsfunktionen nahezu
identisch mit der SRS. Weder im mittleren Niveau (aufler bei fg) noch bei der Varianz gibt
es merkliche Unterschiede. Aus diesem Grund kann davon ausgegangen werden, dass es
in dieser Datensituation keinen Unterschied macht, die Beobachtungen komplett zufillig
zu ziehen oder proportional zu den mittleren LS. Bei der festen Auswahl der Beobachtun-

gen anhand der mittleren LS verschlechtern sich die Klassifikationsraten bei steigendem
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Prozentanteil und einer geringen Anzahl Variablen d (siehe etwa Abbildung (a),
(b) und (c)). Die feste Auswahl liegt zudem bei jedem Prozentanteil unter dem mittleren
Niveau der SRS.

Die Vereinigung der drei Bereiche der LS bildet die Gewichtsfunktion f;. Bei der
zufalligen Auswahl der Beobachtungen proportional zu den LS liegt das mittlere Niveau ab
einem Prozentanteil von 15% der Originaldaten leicht iiber dem mittleren Niveau der SRS.
Die Diskrepanz wird mit steigender Anzahl Variablen d gréfler. Es handelt sich jedoch
nur um etwa 0,5 Prozentpunkte Zugewinn in den Klassifikationsraten. Insgesamt hebt
sich diese Gewichtung in keiner Situation stark von den anderen Gewichtungen ab und in
keiner Situation ist das mittlere Niveau besser als bei einer anderen Gewichtung. Alle drei
Bereiche der LS auf diese Weise zu beriicksichtigen, fiithrt somit nicht zu Verbesserungen
in den Klassifikationsraten.

Als Referenz steht die Gewichtsfunktion fy, mit der die LS direkt zur Auswahl der
Beobachtungen genutzt werden. Dies korrespondiert dazu, dass Beobachtungen mit hohen
LS eine erhohte Wahrscheinlichkeit besitzen, in die Stichprobe aufgenommen zu werden.
Bei der zufilligen Auswahl der Beobachtungen proportional zu f, sieht es im Vergleich zu
fo jedoch bei den Klassifikationsraten anders aus. Grade bei den Prozentsétzen bei denen
fo besonders schlecht abschneidet, gibt es im mittleren Niveau fast keinen Unterschied
zwischen der zufilligen Wahl proportional zu f, und der SRS. Interessanterweise liegt die
mittlere Klassifikationsrate vor allem bei d = 10 {iber dem mittleren Niveau der SRS. Dies
gilt ab einem Prozentanteil von 10% der Originaldaten. Bei 10% der Originaldaten liegt
das mittlere Niveau fiir d = 10, d = 20 und d = 30 iiber dem mittleren Niveau der SRS
und am besten unter allen anderen Gewichtungen (vgl. Abbildung . Das mittlere
Niveau liegt bei hochsten 1,19 Prozentpunkten iiber dem mittleren Niveau der SRS. Dies
entspricht etwa 5 Beobachtungen die im Mittel zusétzlich hiufiger richtig klassifiziert
werden.

In Tabelle |4 sind sowohl die Differenzen im mittleren Niveau ASRSp der Klassi-
fikationsraten zwischen der SRS und der zufilligen Auswahl proportional zu den LS in
Prozentpunkten angegeben, als auch die Differenzen im mittleren Niveau der absoluten
Klassifikationen AK p = ASRSp - (n —n’) zwischen der SRS und der zufilligen Auswahl
proportional zu den LS abgetragen. Ein positiver Wert bedeutet, dass die Klassifikati-
onsrate bzw. die absolute Anzahl der Klassifikationen durch die zufillige Auswahl der
Beobachtungen proportional zu den LS hoher liegt. Da die Klassifikationsraten insge-
samt von der Datensituation abhéngen und sich den Boxplots entnehmen lassen, ist es
von einem grofleren Interesse den Unterschied zwischen der Auswahl der Beobachtun-
gen proportional zu den LS und per SRS zu betrachten. In Tabelle 4] wird sich auf die
Auswahl der Gewichtsfunktionen fi, fo, fs und fy9 beschriankt, da diese sich in gewissen
Datensituationen hervorheben. Die erste Spalte enthélt den Prozentanteil P, die zweite
Spalte die Anzahl der Variablen d. In den restlichen Spalten sind fiir die entsprechende

Gewichtsfunktion die Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten und die
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Tabelle 4: Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten und mittlere Anzahl
Beobachtungen die zusétzlich haufiger richtig klassifiziert werden bei der zufilligen Wahl
der Beobachtungen anhand der einfachen Zufallsauswahl und proportional gewichtet nach
den Leverage Scores mit den Daten der Simulation 1. Die Spalten mit ASRSp enthalten
die Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten in Prozentpunkten und die
Spalten mit AK p die Differenzen der im Mittel hiufiger richtig klassifizierten Beobach-

tungen. Hervorgehoben ist in jeder Spalte jeweils der grofite positive Zugewinn.

bil I2 Is fo
P | d|ASRSp AKp | ASRSp AKp | ASRSp AKp | ASRSp AKp
10 26,66 -26,39 167 -6,60 730 -2889 || -21,31 -8439
20| 582 -23,06 207 -821 2,74 10,83 | -18,74 -7421
5 13| -530 -21,01 212 -840 587 23,26 | -1614 -6391
40 4,30 -17,04 1,69 -6,70 766 30,32 || -14,00 -5544
50 23,75 -14,85 171 -6,75 7,72 30,58 || -12,75 -5047
10 -1,41 -5,53 1,19 4,65 -13,17  -51,61 -10,64 41,71
20 -0,34 -1,33 0,64 2,52 -4,00 -15,67 -8,38 -32,86
10 | 30 -0,24 -0,95 0,11 0,45 -1,51 -5,90 -10,82  -42,42
40 -1,17 -4,59 -0,42 -1,64 -0,68 -2,67 -12,81  -50,20
50 -1,69 -6,62 -0,69 -2,69 0,23 0,92 -14,87  -58,29
0]  -005 -020 1,15 4,47 | -1468 -56.95 407 -15.79
20 045 1,74 1,09 4,21 6,31 -24.48 20,12 -045
15 | 30 1,25 4,84 0,93 3,60 -5,46  -21,18 -0,37 -1,45
40 1,13 4,37 0,65 2,53 5,04 -19,57 011 042
50 0,90 3,50 048 185 4,96 19,26 092 -357
10 022 083 0,68 2,62 | -1548 -59.45 20,93 -3,57
20 012 047 083 3,18 739 -28.36 1,32 5,08
20 | 30 044 1,68 086 3,29 6,75 -25,93 0,99 3,82
40 0,72 2,77 0,70 2,68 6,69 -25,69 1,41 5,40
50 0,86 3,29 0,74 2,85 6,77 -26,01 1,55 5,94
10 0,15 0,55 0,53 2,02 | -1558 -5921 027 1,01
20 0,04 -0,14 044 1,67 811 -30,80 1,29 4,91
25 | 30 0,10 -0,40 047 1,79 753 -28,61 1,00 3,82
40 021 0,79 054 205 734 -27.89 1,19 4,54
50 034 1,29 035 1,232 751 28,54 1,32 5,03

Differenz der absoluten Klassifikationen abgetragen, in Abhéngigkeit von P und d. Der
jeweils grofite positive Zugewinn ist in jeder Zeile besonders hervorgehoben. Den stéirksten
Zugewinn zwischen der SRS und der Gewichtung der LS gibt es bei einem Prozentanteil
von 5% der Originaldaten und der Gewichtung durch fg. Dies nimmt mit einer steigenden
Anzahl an Variablen zu. Auffillig ist das Abfallen in den Differenzen ab 10% der Original-
daten. Zwar gibt es fast immer eine Gewichtung der LS, die im mittleren Niveau iiber der
SRS liegt, jedoch bewegen sich die Zugewinne im Bereich von etwa einem Prozentpunkt.
Die zweite Gewichtung, die im mittleren Niveau auffillig besser als die SRS liegt, ist die

Gewichtung durch fg ab einem Prozentanteil 20% der Originaldaten. Das mittlere Niveau
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Abbildung 17: Boxplots der Wichtigkeitsmafle der 20 am héaufigsten gefundenen Wechsel-
wirkungen bei unterschiedlicher Auswahl einer Stichprobe bestehend aus 5% des Origi-
naldatensatzes der Daten aus Simulation 1 fiir d = 30, d = 40 und d = 50, sortiert danach
wie héufig diese gefunden werden. Eingefirbt sind die Uberschneidungen der Wechsel-
wirkungen zwischen der einfachen Zufallsauswahl und der Auswahl proportional zu den

Leverage Scores gewichtet durch fs.

liegt in diesem Fall bei iiber einem Prozentpunkt hoher als bei der SRS und dies fiihrt
dazu, dass durchschnittlich etwa 4 Beobachtungen zusétzlich haufiger richtig klassifiziert
werden. Am stéarksten heben sich somit in Simulation 1 die Gewichtung durch fg3 bei 5%
der Originaldaten und die Gewichtung durch fy bei 20% und 25% der Originaldaten ab.
Darum werden fiir diese Gewichtungen der LS noch die gefundenen Wechselwirkungen
genauer betrachtet.

In Abbildung sind Boxplots der Wichtigkeitsmafle aus Gleichung der 20
am haufigsten gefundenen Wechselwirkungen durch das Anpassen logischer Regressions-
modelle mit dem logicFS-Ansatz auf jeweils 5% der Originaldaten dargestellt, fiir die
Datensétze mit d = 30, d = 40 und d = 50, beim zufélligen Ziehen der Beobachtungen per
SRS und proportional zu den LS mit der Gewichtung durch fs. Sortiert sind die Wech-
selwirkungen nach der Héufigkeit in denen diese durch die Modelle gefunden werden, von
oben nach unten. Fiir jedes d sind die Wechselwirkungen der SRS und der Gewichtung
mit fg iibereinander dargestellt. Eingefirbt sind die Boxplots der Wechselwirkungen da-
nach, ob diese sich zwischen den Auswahlmethoden iiberschneiden. Grundséatzlich sind
die gefundenen Wechselwirkungen simpel und bestehen aus hochstens zwei Binédrvaria-
blen. Weiter ist anzumerken, dass die durch das Anpassen der Modelle auf den gesamten

Datensiitzen am hiufigsten gefundene Binérvariablen XS und X sich nicht unter den
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15 am haufigsten gefundenen Wechselwirkungen befinden. Je nach Datensituation sind
diese Bindrvariablen nicht einmal unter den 20 am héaufigsten gefundenen Wechselwir-
kungen vertreten. Weiter ist festzuhalten, dass es sehr viele Uberschneidungen bei den
Wechselwirkungen gibt, die mit steigender Anzahl Variablen abnehmen. Bei der zufélli-
gen Auswahl der Beobachtungen proportional zu fg befindet sich in jeder Wechselwirkung
wenigstens eine Bindrvariable, die nach Konstruktion einen Einfluss besitzt. Die Ausnah-
me dazu bildet die Bindrvariable Xg, die bei allen drei Datensituationen unter den 20 am
haufigsten gefundenen Wechselwirkungen vertreten ist.

Bei der SRS sind ab d = 40 gleich mehrere Binérvariablen selektiert, die nach Kon-
struktion keinen Einfluss auf den Krankheitsstatus besitzen. Die beiden Bin&rvariablen
X5 und X;j9 werden durch jede Gewichtung am héufigsten gefunden und &hnlich stark
gewertet. Der Grund fiir das bessere Abschneiden der Gewichtung durch fg muss so-
mit durch andere Faktoren begriindet sein. Bei der Auswahl der Beobachtungen durch
fs beziehen sich die meisten der gefundenen Wechselwirkungen auf L;. Diese ist erstens
die komplexeste der drei Wechselwirkungen und zweitens bilden die Trager dieser Wech-
selwirkung die grofite Gruppe unter der Gruppe der erkrankten Personen (vgl. Tabelle
. Es ergibt Sinn, dass durch diese Wechselwirkungen viele Personen aus dieser Gruppe
richtig klassifiziert werden und somit die Klassifikationsrate hoher liegt. Aus der Gruppe
der Erkrankten mit der Wechselwirkung L, werden in etwa dieselben Wechselwirkungen
gefunden. Die Binérvariablen X;; und X5 aus L3 sind bei der Gewichtung durch fg gar
nicht unter den 20 am haufigsten gefundenen Wechselwirkungen vertreten. Dies diirfte der
Grund dafiir sein, dass die Klassifikationsraten bei steigender Anzahl Variablen nicht bei
tiber 90% liegen (vgl. etwa Abbildung (15[ (d) und (e)), da diese Gruppe der Erkrankten
nicht erfasst wird. Dies deckt sich mit der Erkenntnis, dass die Trdger von L3 vermehrt
hohe LS besitzen und damit durch die Wahl der Beobachtungen nach niedrigen LS nicht
in die Stichprobe aufgenommen werden. Zusétzlich handelt es sich bei dieser Gruppe um
die am schwéchsten besetzte. Dies reduziert die Moglichkeit, dass dieser Einfluss bei einem
geringen Stichprobenumfang erfolgreich erfasst wird. Interessant ist, dass die Gewichtung
der beiden Randbereiche durch die Gewichtsfunktionen f;, f, und f5 nicht besser abschnei-
det, da diese die beiden Randbereiche und somit die Trager von mehr Wechselwirkungen
beriicksichtigen. Jedoch ist vermutlich dafiir der Stichprobenumfang zu gering.

Die feste Auswahl der Beobachtung anhand der LS fiihrt hingegen zu deutlich an-
deren Wechselwirkungen. Symptomatisch fiir die Wechselwirkungen der festen Auswahl
ist es, dass wichtige binédre Einflussvariablen wie etwa X, in Kombination mit anderen
Binédrvariablen gefunden werden, die nach Konstruktion der Daten keinen Einfluss auf den
Krankheitsstatus besitzen. Bei dem Fall d = 30 befinden sich unter den 20 am haufigsten
gefundenen Wechselwirkungen durch die Gewichtsfunktion fs, 13 solcher Wechselwirkun-
gen mit der Bindrvariable X5. Dadurch ldsst sich Kritik an der festen Auswahl {iben. Diese
fithrt zu einer Auswahlverzerrung in dem Sinne, dass immer die Beobachtungen mit den

entsprechend niedrigsten (bzw. von der Gewichtsfunktion abhéngig extremste) LS in die
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Abbildung 18: Boxplots der Wichtigkeitsmafle der 20 am haufigsten gefundenen Wechsel-
wirkungen bei unterschiedlicher Auswahl einer Stichprobe bestehend aus 25% des Origi-
naldatensatzes der Daten aus Simulation 1 fiir d = 30, d = 40 und d = 50, sortiert danach
wie héufig diese gefunden werden. Eingefirbt sind die Uberschneidungen der Wechsel-
wirkungen zwischen der einfachen Zufallsauswahl und der Auswahl proportional zu den

Leverage Scores gewichtet durch fo.

Stichprobe aufgenommen werden und deren Merkmale entscheidend fiir das Finden der
Wechselwirkungen sind. Dies kénnte als Grund dafiir dienen, dass die Bindrvariable X,
im Zusammenhang mit so vielen verschiedenen anderen nicht wichtigen Bin&rvariablen
gefunden wird. Dies édndert sich auch bei einer gréfleren Anzahl Variablen d nur wenig.
Fiir d = 40 und d = 50 sind immer noch 10 der 20 am haufigsten gefundenen Wechselwir-
kungen von dieser Art. Bei den restlichen 10 Wechselwirkungen handelt es sich immerhin
um andere nach Konstruktion wichtige Binérvariablen und es gelangen keine vollig iiber-
fliilssigen Binérvariablen in die Modelle. Dies kann als Erklarung dafiir dienen, dass die
Klassifikationsraten vergleichbar sind mit denen der zufilligen Auswahl proportional zu
den LS.

In Abbildung [18|sind (wie in Abbildung die Wichtigkeitsmafle der gefundenen
Wechselwirkungen durch das Anpassen logischer Regressionsmodelle mit dem logicFS-
Ansatz auf jeweils 25% der Daten dargestellt, nun mit der zufélligen Auswahl der Beob-
achtung gewichtet durch fy. Durch den grofleren Stichprobenumfang werden die Wech-
selwirkungen komplexer. Dabei féllt vor allem bei einer héheren Anzahl Variablen d im
Vergleich zu Abbildung auf, dass die Wechselwirkungen komplexer und néher an
den DNF der wahren Wechselwirkungen liegen (siche Gleichung @ bis ) Anders als
bei dem Prozentsatz von 5% befinden sich bei den Wechselwirkungen, die durch die SRS

o7



gefunden werden, keine einzelnen Binérvariablen, die nach Konstruktion keinen Einfluss
haben. Auffillig ist es, dass die beiden Biniirvariablen X und X, durch die Gewichtung
mit fg am hiufigsten gefunden werden und zudem noch ein relativ hohes Wichtigkeitsmafl
erhalten. Zwar sind diese beiden Bindrvariablen beim Anpassen der Modelle auf den gan-
zen Datensatz ebenfalls am hiufigsten vertreten (siche Abbildung , jedoch besitzen
andere Wechselwirkungen eine deutlich hohere Wichtigkeit. Erneut zeigt sich darin, dass
Tréger von Ls hohere LS besitzen und dadurch bevorzugt durch fy in die Stichprobe ge-
langen. Dies ist jedoch nicht automatisch etwas Negatives. So werden zuverlassig fiir eine
Untergruppe der Erkrankten die entsprechenden Binérvariablen gefunden und als wichtig
bewertet. Wire diese Gruppe in den Daten stiarker vertreten, wiirde dies potentiell zu
einer besseren Klassifikationsrate fiithren. Die Gewichtung der beiden Randbereiche durch
fs bzw. fq scheint davon abzuhéngen, welche Gruppe der Erkrankten stirker vertreten
ist und welche LS diese Gruppen besitzen. Durch die Beriicksichtigung beider Randbe-
reiche, konnen auf diese Weise eventuell mehrere Untergruppen gefunden werden und
dadurch die genetischen Faktoren fiir einen insgesamt gréfleren Teil der Erkrankten. Bei
der Auswahl durch die SRS gibt es groflie Schwankungen in den Wechselwirkungen, die
am héaufigsten gefunden werden. Zwar handelt es sich bei den am haufigsten gefundenen
Wechselwirkungen um dieselben, die Haufigkeit in der diese gefunden werden unterschei-
det sich jedoch teilweise sehr. Durch die SRS werden vermehrt Wechselwirkungen der
Trager von L; gefunden. Dies ist nicht verwunderlich, da diese die groite Gruppe unter
den Erkrankten stellen. Bei der Auswahl durch fy ist dies nicht so eindeutig der Fall
und es werden viele Wechselwirkungen der Tréager von L; und L, gefunden, wobei fiir Lo
vermehrt die Bindrvariable X, vertreten ist.

Es ldsst sich durch die gefundenen Wechselwirkungen argumentieren, dass es generell
von Vorteil sein kann, die Daten zu reduzieren, anstatt den gesamten Datensatz zu ana-
lysieren. Zwar ist das Wichtigkeitsmafl der gefundenen Wechselwirkungen geringer, dies
liegt jedoch daran, dass sich weniger Beobachtungen in der Stichprobe befinden. Da das
Wichtigkeitsmafl auf der Anzahl der richtig klassifizierten Beobachtungen basiert, sind die
Werte bei weniger Beobachtungen geringer. Weiter werden fiir mindestens eine der Grup-
pen der Erkrankten die Bindrvariablen sehr zuverldssig gefunden, die Wechselwirkungen
sind komplexer und néher an den DNF der wahren Einfliisse und zusétzlich ist die Varianz
der WichtigkeitsmafBle geringer. Dabei sollte beriicksichtigt werden, dass die Anpassung des
Modells auf den vollen Daten jeweils nur einmal durchgefiihrt wird, die Anpassung durch
die zufallige Wahl der Beobachtungen proportional zu den LS jeweils 20-mal pro Daten-
satz. Eventuell ist es vorteilhafter, 6fter auf Teilmengen des Datensatzes die Anpassung
durchzufiithren und die gefundenen Wechselwirkungen der Modelle, wie hier geschehen,
zusammenzulegen. Der logicFS-Ansatz basiert selbst auf dieser Vorgehensweise.

Bei der festen Auswahl von 25% der Beobachtungen anhand der LS gewichtet durch
fo ergeben sich dhnlich wie bei fg deutlich andere Wechselwirkungen. Sehr auffillig dabei

ist, dass es bei den gefundenen Wechselwirkungen deutlich Uberschneidungen zwischen
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den einzelnen Einfliissen gibt. Viele der 20 am héufigsten gefundenen Wechselwirkungen
enthalten Bindrvariablen, die zu zwei der DNF der Wechselwirkungen gehoren. Dazu
sind die Wechselwirkungen deutlich simpler und enthalten eine oder zwei Binérvariablen.
Alleine die Dreifachwechselwirkung (Xs A X3 A X5) findet sich bei allen Datensituationen
unter den 20 am héufigsten gefundenen Wechselwirkungen. Die hohen Klassifikationsraten
widersprechen der Vermutung, dass Uberschneidungen zwischen den Wechselwirkungen
dazu fiihren, dass das Wichtigkeitsmafl negativ wird und diirfte dies fiir zumindest simple
Wechselwirkungen widerlegen. Falsche Wechselwirkungen einer hoheren Ordnung wiirden
fiir eine neue Beobachtung vermutlich zu einer falschen Klassifikation fithren, woraufhin
sich die Klassifikationsrate senkt. Zum Finden wichtiger Einfliisse diirfte die feste Auswahl
der Beobachtungen anhand der LS somit in dieser Datensituation eher ungeeignet sein.

Insgesamt ldsst sich bei der Auswertung der Simulation 1 festhalten, dass es bei steigen-
den Prozentsitzen der Daten vergleichsweise wenig Zugewinn im mittleren Niveau durch
die Gewichtung der LS gibt. Die grofiten Zugewinne lassen sich wie bei dem logicFS-
Datensatz bei 5% der Originaldaten und der Gewichtung durch fg erzielen. Im Kontrast
zu den logicFS-Daten zeigt sich, dass die feste Auswahl der Beobachtungen nicht zu
einer 100% Richtigklassifikation fiihrt und dass sich in den am héufigsten gefundenen
Wechselwirkungen durch die feste Auswahl Verzerrungen in dem Sinne finden, dass viele
nicht wichtige Bindrvariablen in Kombination mit wenigen wichtigen Bin&rvariablen ge-
funden werden. Auch ergibt sich im Vergleich zu den logicFS-Daten, dass bei grofleren
Prozentsétzen die Gewichtung der hohen LS am besten geeignet ist und dass sich durch die
Gewichtung unterschiedlicherer Bereiche der LS potentiell unterschiedliche Untergruppen
in der Gruppe der Erkrankten selektieren lassen. Darin liegt potentiell die grofite Stéarke,
durch die Auswahl proportional zu den LS.

Im néchsten Unterabschnitt geht es darum, wie sich die Methode verhélt, wenn es in
den Daten Félle gibt, deren Krankheitsstatus nicht durch die genetischen Einfliisse der
SNPs erklart sind.

5.2.3 Auswertung von Simulation 2

Angelehnt an Simulation 1 ist die Simulation 2. Die Grundvoraussetzungen sind dabei
dieselben, d.h. es werden gleich viele Datenséitze simuliert, mit der selben Anzahl an
Beobachtungen und Variablen. Der entscheidende Unterschied ist, dass nicht alle Félle
den Krankheitsstatus durch die SNPs erkldrt haben (vgl. Kapitel [4.2)). Von Interesse
ist es daher, wie sich dieses ,,Rauschen“ auf die Auswahl der Beobachtungen und das
Anpassen der Modelle auswirkt.

Einfithrend werden erneut auf jedem der Datensitze logische Regressionsmodelle mit
dem logicFS-Ansatz angepasst. Das konstruierte Rauschen in den Datensétzen lésst sich
in dem OOB-Fehler wiederfinden. Dieser liegt in allen Datensituationen im arithmetischen
Mittel bei 13%, wobei der Fehler mit steigender Anzahl Variablen d ansteigt. Dies gilt
auch fiir den Median der OOB-Fehler, der anfangs bei 13% liegt, ab d = 40 bei 13,5%.
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Abbildung 19: Boxplots der Wichtigkeitsmafle der gefundenen Wechselwirkungen beim
Anpassen logischer Regressionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf die vollen Datensétze

der Simulation 2.

Das Minimum betragt in allen Datensituationen 12,5%. Es kann also davon ausgegangen
werden, dass sich im optimalen Fall eine Klassifikationsrate von 87,5% erreichen lisst.

In Abbildung [19|sind Boxplots der resultierenden Wichtigkeitsmafle aus Gleichung
der 15 in allen Datensétzen am haufigsten gefundenen Wechselwirkungen dargestellt,
getrennt nach der Anzahl der Variablen im Datensatz. Im Vergleich zu Abbildung
ist zu erkennen, dass die Wichtigkeit der gefundenen Wechselwirkungen abnimmt. Dies
liegt daran, dass das Wichtigkeitsmafl auf der Klassifikation der Beobachtungen basiert.
Wenn es in dem Datensatz schwerer ist, die Daten korrekt zu klassifizieren, nimmt das
Mafl entsprechend ab. Weiter zeigt sich, dass die gefundenen Wechselwirkungen im Ver-
gleich zu Simulation 1 simpler sind und héchstens aus Zweifachwechselwirkungen beste-
hen. Zusétzlich kommen bei steigender Anzahl Variablen im Datensatz Binérvariablen
in den Wechselwirkungen vor, die nach Konstruktion keinen Einfluss auf den Krank-
heitsstatus besitzen. Dies legt die Vermutung nahe, dass sich diese Eigenschaften auf die
Stichproben iibertragen und entsprechend die Klassifikation erschweren.

In den LS der Datensétze lassen sich keine groflen Unterschiede zu denen von Simula-
tion 1 erkennen, weshalb auf eine gesonderte Darstellung verzichtet wird. Das Vorgehen
wird parallel zu dem Vorgehen aus Simulation 1 auf die Daten der Simulation 2 angewandt,
mit der selben Anzahl Wiederholungen pro Datensatz und den selben Einstellungen fiir
den logicFS-Ansatz.

In Abbildung [20]sind Boxplots der Klassifikationsraten beim wiederholten Anpassen

logischer Regressionsmodelle nach dem logicFS-Ansatz auf 5% der Originaldaten darge-
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Abbildung 20: Boxplots der Klassifikationsraten durch wiederholte Anpassung logischer
Regressionsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz auf 5% der Daten aus Simulation 2 bei zufélli-

ger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.

stellt, wobei die Beobachtungen zuféllig proportional zu den LS in die Stichprobe auf-
genommen werden. Insgesamt liegt das mittlere Niveau der Klassifikationsraten bereits
bei d = 10 deutlich niedriger als bei Simulation 1. Zusé&tzlich nimmt das mittlere Niveau
mit steigendem d weiter ab. Analog zu Simulation 1 mit dem selben Prozentanteil ist zu
erkennen, dass die Gewichtung durch fs zu den besten Klassifikationsraten fithrt und die
Gewichtung durch fy zu den schlechtesten. Abhéngig von d liegt das mittlere Niveau der
Klassifikationsraten von fs bei mehr als 6 Prozentpunkten iiber dem mittleren Niveau
der SRS. Dies entspricht mehr als 22 Personen die im Mittel zusétzlich haufiger richtig
klassifiziert werden. Alle anderen Gewichtungen sind nahezu gleichauf mit der SRS. Die
Differenz im mittleren Niveau bei diesem Prozentanteil liegt jedoch nicht auf der Hohe
des OOB-Fehlers und héangen von der Gewichtung und der Anzahl der Variablen ab.

In Tabelle [l sind die Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten zwi-
schen den vergleichbaren Daten aus Simulation 1 und Simulation 2 beim zufalligen Aus-
wihlen der Beobachtungen proportional zu den LS mit 5% der Originaldaten dargestellt.
Die erste Spalte enthélt die Anzahl der Variablen im Datensatz, die anderen Spalten fiir
die entsprechende Gewichtsfunktion die Differenz der Prozentpunkte im mittleren Niveau
der Klassifikationsraten. Ein positiver Wert bedeutet, dass das mittlere Niveau gegeniiber
Simulation 1 gefallen ist. Als erstes ist anzumerken, dass das mittlere Niveau fiir alle
Gewichtungen gefallen ist. Das Rauschen in den Daten {ibertrégt sich somit auf die Stich-
probe bzw. die Klassifikation durch die Modelle basierend auf der Stichprobe. Jedoch

zeigt sich dies in unterschiedlichem Mafle. Den geringsten Verlust im mittleren Niveau
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Tabelle 5: Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten beim Anpassen lo-
gischer Regressionsmodelle nach dem logicFS-Ansatz zwischen vergleichbaren Daten der
Simulation 1 und Simulation 2 bei zufélliger Auswahl der Beobachtungen proportional zu
den Leverage Scores mit 5% der Originaldaten. Die Differenzen sind in Prozentpunkten

angegeben.

d | SRS f1 f2 e fo| fs fe Iz Is fo f1o fun
10 | 15,83 | 12,21 | 16,35 | 15,94 | 12,07 | 8,56 | 18.05 | 12,20 | 552 | 7.75 | 15,95 | 15,57
20 | 13,49 9,51 | 13,20 | 13,53 | 10,45 | 7,06 | 15,33 | 10,18 992 | 4,08 | 13,57 | 13,40
30 | 10,66 7,05 9,66 | 11,05 8,41 | 5,81 | 12,65 7,67 9,65 | 2,63 | 10,70 | 11,14
40 | 10,55 7,60 | 10,09 | 10,90 8,29 | 5,90 | 12,07 7,95 | 12,25 | 2,57 | 11,08 | 11,38
50 | 979 | 657 | 856 | 968 | 7.61 536 11,63 | 7.31 | 10,68 | 2,26 | 9,62 | 9,65

besitzt ab d = 20 die Gewichtsfunktion fy9. Das mittlere Niveau liegt jedoch konstant
unter dem mittleren Niveau der SRS und befindet sich sehr nahe an dem Richtwert 0,5.
Somit ist der geringere Verlust unbedeutend. Nahezu alle Gewichtungen besitzen den ge-
ringsten Verlust bei d = 50. Die Ausnahme dazu bildet die Gewichtsfunktion fs. Dies
bedeutet, dass die Gewichtung durch fs bei Rauschen in den Daten von weniger Varia-
blen profitiert. Selbst der Verlust im mittleren Niveau der SRS liegt nicht auf der Hche
des OOB-Fehlers, sondern héngt von d ab. Ein Grund dafiir konnte sein, dass bei dem
geringen Stichprobenumfang von n’ = 20 die Klassifikationsraten generell niedriger liegen
und das Rauschen sich daher nicht im vollen Ausmaf iibertrégt, da generell mehr Be-
obachtungen falsch klassifiziert werden und in diese Gruppe auch solche Beobachtungen
fallen, die den Krankheitsstatus nicht durch die SNPs erklart haben. Dies wiirde erkléren,
warum die ohnehin schlechte Klassifikation durch fy am geringsten féllt.

Rauschen in den Daten bedeutet, dass die Klassifikation der Beobachtungen schwerer
wird. Dies lidsst die Vermutung zu, dass die Varianz der Klassifikationsraten steigt, da es
zu Situationen kommen kann, in denen mehr bzw. weniger Félle in der Stichprobe vor-
kommen, die ihren Krankheitsstatus durch die SNPs erkléart haben und somit die Modelle
stéarker schwanken. Weiter gibt es nun unter den Klassifikationsraten vermehrt Ausreifler
nach oben und der Median der Klassifikationsraten liegt unter dem arithmetischen Mit-
tel. Dies bedeutet, dass die Klassifikationsraten in dieser Situation rechtsschief sind. Bei
einem Prozentsatz von 5% der Originaldaten und der zufélligen Auswahl der Beobach-
tungen proportional zu den LS ist dies nicht der Fall. Abhéngig von der Gewichtsfunktion
reduziert sich die Varianz und die Reduktion liegt bei 2 bis 3 Prozentpunkten im Vergleich
zu Simulation 1 und nimmt mit steigenden d zu. Erneut bildet fg dazu die Ausnahme.
Unabhéngig von d liegt fiir diese Gewichtsfunktion die Reduktion der Standardabwei-
chung bei etwa 0,8 Prozentpunkten. Bei diesem Prozentanteil der Daten scheint es somit
fiir die Gewichtung durch fs relativ unbedeutend zu sein, dass es Rauschen in den Daten
gibt und die Klassifikationsraten bleiben relativ stabil unter dem erwarteten Verlust von

13,5 Prozentpunkten im mittleren Niveau. Mit steigendem Prozentsatz der ausgewéhl-
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Abbildung 21: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regres-
sionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 5% der Daten aus Simulation 2, bei fester Aus-

wahl der Beobachtungen anhand der Leverage Scores.

ten Daten bleibt es nicht dabei, dass die Varianz der Klassifikationsraten sinkt, sondern
héngt von der Gewichtung und der Anzahl der Variablen ab. Die Reduktion der Varianz
bei diesem geringen Prozentanteil liegt vermutlich ebenfalls daran, dass das Niveau der
Klassifikationsraten generell niedriger liegt und es somit weniger Schwankung bei der Klas-
sifikation gibt, da ohnehin mehr Beobachtungen falsch klassifiziert werden. Mit steigenden
Prozentsitzen und einhergehendem steigenden mittleren Niveau éndert sich dies.

Bei einem Prozentsatz von 25% der Originaldaten liegt die Varianz der Klassifikati-
onsraten bei allen Gewichtungen iiber den Varianzen aus Simulation 1 und die Standard-
abweichungen sind um 1 bis 2 Prozentpunkte hoher. Die Ausnahme dazu bilden erneut
die Gewichtung durch fg, bei der die Standardabweichung der Klassifikationsraten nahezu
gleich zu der aus Simulation 1 ist und die Gewichtung durch fy bei der die Varianz sich
deutlich erhoht und die Standardabweichungen um 5 bis 6 Prozentpunkte héher liegen.

Die Abbildung enthélt Boxplots der Klassifikationsraten bei fester Auswahl der
Beobachtungen anhand der LS mit 5% der Originaldaten der Simulation 2. Ahnlich zu
Abbildung [16]ist zu erkennen, dass es die Gewichtungen der niedrigen LS durch fg bzw.
die Gewichtung der mittleren LS durch fs und fi( sind, die in etwa gleichauf bzw. besser
als das mittlere Niveau der SRS liegen.

Die Tabelle [6] enthilt die Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten
zwischen den Daten der Simulation 1 und der Simulation 2 bei fester Auswahl der Be-
obachtungen anhand der LS mit 5% der Originaldaten. Die Differenzen sind in Prozent-

punkten angegeben. Ein negativer Wert bedeutet eine Verbesserung im mittleren Niveau
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Tabelle 6: Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten beim Anpassen lo-
gischer Regressionsmodelle nach dem logicFS-Ansatz zwischen vergleichbaren Daten der
Simulation 1 und Simulation 2 bei fester Auswahl der Beobachtungen anhand der Leverage

Scores mit 5% der Originaldaten. Die Differenzen sind in Prozentpunkten angegeben.

d | SRS fi fe I3 fo fio
10 | 15,83 | 4,51 | 17,92 | -5,26 | 248 | 17,25

20 113,49 | 0,69 | 16,51 | 6,62 | 0,39 | 15,45
30 | 10,66 | 1,23 | 13,60 | 9,06 | -0,58 | 13,61
40 | 10,55 | 1,90 | 12,11 | 9,73 | 1,37 | 11,76
50 | 9,79 | 4,25 | 10,27 | 9,88 | 1,13 | 10,45

gegeniiber der Simulation 1. Es fallt auf, dass die feste Auswahl bei dieser Datensituation
bei d = 10 fiir die Gewichtung durch fg im mittleren Niveau besser abschneidet als in der
Simulation 1 und dass der Verlust im mittleren Niveau fiir die Gewichtung der mittle-
ren LS hoher liegt als bei der zufélligen Auswahl proportional zu den LS. Verglichen mit
Tabelle [5]ist zu erkennen, dass fiir die Gewichtsfunktion fg das mittlere Niveau weniger
gefallen ist als bei der zufilligen Auswahl proportional zu den LS. Dabei ist anzumer-
ken, dass das mittlere Niveau der festen Auswahl bei Simulation 1 niedriger liegt als das
mittlere Niveau der zufélligen Auswahl proportional zu den LS.

Besonders auffillig ist, dass die Gewichtung durch fy bei der zufélligen Auswahl pro-
portional zu den LS konstant unter dem mittleren Niveau der SRS liegt und die Varianz
deutlich groler ist, als bei allen anderen Gewichtungen. Auch bessert sich dies nicht bei
Verwendung von 25% der Originaldaten. In Simulation 1 schneidet die Gewichtung durch
fo bei diesem Prozentanteil am besten ab, liegt in dieser Datensituation jedoch abhéngig
von der Anzahl der Variablen d teilweise deutlich unter dem mittleren Niveau der SRS.
Dies gilt ebenfalls fiir die feste Auswahl der Beobachtungen anhand der LS. Erst bei ei-
nem Prozentanteil von 25% der Originaldaten schneidet die Gewichtung der hohen LS
nicht am schlechtesten ab und néahert sich dem mittleren Niveau der SRS an. Jedoch
ist die Varianz grofier (siche etwa Abbildung [A16]). Die Verwendung der hohen LS ist
somit fiir diese Datensituation ungeeignet zur Wahl der Beobachtungen fiir die Stichpro-
be. Eine Vermutung dafiir ist, dass die Fille, die keine Tréger einer Wechselwirkungen
sind hohe LS besitzen, dadurch bevorzugt in die Stichprobe gelangen und entsprechend
Wechselwirkungen in die Modelle aufgenommen werden, die keinen Einfluss besitzen.

Die Gewichtung der niedrigen LS durch fg hebt sich dhnlich wie in Simulation 1 bei
niedrigen Prozentanteilen der Daten hervor. Bei 10% der Originaldaten liegt das mittlere
Niveau ab d = 20 bei der zufélligen Auswahl proportional zu den LS deutlich {iber dem
mittleren Niveau der SRS. Mit mehr Variablen im Datensatz steigt die Differenz und
liegt bei d = 50 mit 6,6 Prozentpunkten iiber dem arithmetischen Mittel der SRS. Dies

entspricht etwa 24 Personen, die im Mittel zusétzlich haufiger richtig klassifiziert werden
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(siche Abbildung[A9)]). Der Unterschied in den Klassifikationsraten zu Simulation 1 liegt
nahe bei dem erwarteten Verlust durch das Rauschen von etwa 12 bis 13 Prozentpunkten.
Bei der festen Auswahl der Beobachtungen anhand der LS liegt das mittlere Niveau fiir
diese Gewichtung ab d = 20 nahezu gleichauf mit der zufélligen Auswahl. Die Varianz der
festen Auswahl ist zwar geringer als die Varianz der zufilligen Auswahl, jedoch erreicht
die zuféllige Auswahl im arithmetischem Mittel hohere Klassifikationsraten. Interessant
ist erneut der Kontrast zwischen den Klassifikationsraten durch f; und fg. Bei niedrigen
Prozentanteilen der Originaldaten liegt das mittlere Niveau durch die Gewichtung von
fs deutlich iiber dem mittleren Niveau von f3 (sieche Abbildung und Abbildung
. Mit steigendem Prozentanteil kehrt sich dies um und das durch f3 erreichte mittle-
re Niveau liegt deutlich {iber dem mittleren Niveau von fg (sieche Abbildung und
Abbildung [A15]). Dies unterstiitzt erneut die Vermutung, dass es bei geringen Prozen-
tanteilen vorteilhaft ist, nur niedrige LS zu beriicksichtigen, dies jedoch bei steigenden
Prozentanteilen zum Nachteil wird. Ab einem Prozentanteil von 15% zeigt sich bei der
Gewichtung durch fg erneut, dass die Klassifikationsraten relativ konstant bleiben und
sich nicht mehr so stark verbessern wie bei den anderen Gewichtungen und entsprechend
unter dem mittleren Niveau der SRS zuriickbleiben.

Mit steigendem Prozentsatz heben sich andere Gewichtungen der LS hervor als in Si-
mulation 1. In erster Linie sind dies bei der zufélligen Auswahl proportional zu den LS
die Gewichtungen, welche die Randbereiche (mit-) beriicksichtigen: f1, fy, f5 und f7. Ab
einem Prozentsatz von 15% der Originaldaten liegt das mittlere Niveau der Klassifikati-
onsraten durch diese Gewichtsfunktionen konstant iiber dem mittlerem Niveau der SRS,
mit je nach Gewichtung und Anzahl der Variablen 0,6 bis 1,7 Prozentpunkte iiber dem
mittleren Niveau der SRS. Am deutlichsten hebt sich dabei die Gewichtung durch f5 her-
vor, die gegen die mittleren LS diskriminiert und nur die beiden Randbereiche der Werte
berticksichtigt (vgl. Tabelle , siche Abbildung . Dies gilt bei steigendem Pro-
zentsatz vor allem bei grofierer Anzahl Variablen d im Datensatz (vgl. Abbildung
(c), (d) und (e)). Es scheint in dieser Datensituation bei groleren Prozentséitzen der ver-
wendeten Daten am besten fiir die Wahl der Beobachtungen zu sein, gegen die mittleren
LS zu diskriminieren. Die Varianz der Klassifikationsraten ist bei diesen Gewichtungen in
etwa auf demselben Niveau, wobei die Standardabweichung der Klassifikationsraten fiir
die Gewichtung durch f;5 leicht hoher ist. Dies liegt vermutlich daran, dass es fiir diese
Gewichtung etwas stédrkere und mehr negative Ausreifler in den Klassifikationsraten gibt
(siche etwa Abbildung (d)). Der Verlust im mittleren Niveau bei diesen Gewichts-
funktionen (sowie bei der SRS) liegt im Vergleich zur Simulation 1 ab einem Prozentsatz
von 10% der Originaldaten deutlich iiber dem OOB-Fehler und eher in Bereichen von 15
bis 17 Prozentpunkten statt der erwarteten 13 Prozentpunkte.

In Tabelle|7|sind die Differenzen im mittleren Niveau in Prozentpunkten zwischen der
Simulation 1 und der Simulation 2 bei 25% der Originaldaten fiir diese Gewichtsfunktio-

nen angegeben. Fiir fast alle Gewichtungen und Prozentsétze ist der Verlust im mittleren
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Tabelle 7: Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten beim Anpassen lo-
gischer Regressionsmodelle nach dem logicFS-Ansatz zwischen vergleichbaren Daten der
Simulation 1 und Simulation 2 bei zufélliger Auswahl der Beobachtungen anhand der
Leverage Scores mit 25% der Originaldaten. Die Differenzen sind in Prozentpunkten an-

gegeben.

d | SRS fi fa I5 f7
10 | 15,78 | 19,91 | 19,73 | 19,90 | 19,59

20 | 16,48 | 15,94 | 15,94 | 15,69 | 16,06
30 | 16,97 | 15,36 | 15,44 | 15,54 | 15,31
40 | 17,22 | 16,35 | 16,44 | 16,17 | 16,18
50 | 17,23 | 16,62 | 16,40 | 16,38 | 16,59

Niveau gegeniiber Simulation 1 bei d = 10 am grofiten, fallt dann ab und steigt mit steigen-
dem d wieder an. Das Rauschen in den Daten verstirkt sich somit bei einer aus den Daten
entnommenen Stichprobe. Eine mogliche Erklarung dafiir kann dieselbe Argumentation
wie fiir die Erhohung der Varianz sein. Wenn es passiert, dass viele Félle in die Stichpro-
be aufgenommen werden, die nicht Tréager einer Wechselwirkung sind, verschlechtern sich
dadurch die Modelle und entsprechend die Klassifikationsraten. Bei kleinen Stichproben
ist die Klassifikationsrate von vorneherein geringer und dieser Effekt verstarkt sich durch
die verrauschten Beobachtungen.

Interessanterweise ist die Klassifikation durch die Gewichtungen, welche die Randbe-
reiche mitberiicksichtigen, von der Anzahl der Variablen d in dem Sinne abhéngig, dass die
Klassifikationsraten bei unterschiedlichen Prozentsitzen bei jeweils anderen Werten von
d am besten abschneiden. Bei einem Prozentanteil von 15% liegt das hochste mittlere Ni-
veau bei d = 20 bei der Gewichtung durch f5 mit einem Wert von 78,20% und fillt danach
wieder ab. Bei 20% bzw. 25% verhélt es sich dhnlich. Die Klassifikationsraten liegen bei
d = 20 und d = 30 im mittleren Niveau am hochsten und fallen danach wieder, wobei die-
ses Abfallen bei 25% der Originaldaten nicht so deutlich ist wie bei 20% der Originaldaten
(vgl. Abbildung [A13|und [A15)). Die feste Auswahl der Beobachtungen anhand der LS

ist fiir diese Gewichtsfunktionen durch f; vertreten und verhélt sich &hnlich wie die zufalli-

ge Auswahl. Ab einem Prozentanteil von 15% der Originaldaten und mit steigendem d
liegt das mittlere Niveau iiber dem mittleren Niveau der SRS. Am stérksten zeigt sich dies
bei 20% der Originaldaten und nimmt mit 25% wieder ab. Bei einem Prozentanteil von
20% liegt das mittlere Niveau ab d = 30 bei etwa 1,6 Prozentpunkten iiber dem mittleren
Niveau der SRS. Dies entspricht etwa 5 Beobachtungen, die im Mittel zusétzlich haufiger
richtig klassifiziert werden. Der Verlust im mittleren Niveau gegeniiber der Simulation 1
liegt auf derselben Hohe wie bei der zufélligen Auswahl proportional zu den LS, bei mehr
Variablen im Datensatz liegt der Verlust etwa ein Prozentpunkt héher. Generell liegt das

mittlere Niveau der festen Auswahl unter dem mittleren Niveau der zufélligen Auswahl
bzw. nahezu gleichauf (siche etwa Abbildung und Abbildung [A16]). Der Vorteil
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der festen Auswahl liegt darin, dass es weniger negative Ausreifler gibt und entsprechend
die Varianz der Klassifikationsraten geringer ist. Dabei bleibt zu beriicksichtigen, dass
fiir jede Datensituation bei der festen Auswahl 100 Klassifikationsraten vorliegen, fiir die
zufillige Auswahl proportional zu den LS jeweils 2000.

Die Gewichtung der mittleren LS durch fg, fio und fi; hebt sich nicht besonders hervor,
weder bei der zufélligen noch der festen Auswahl der Beobachtungen und liegt konstant
auf dem mittleren Niveau der SRS. Es kann somit davon ausgegangen werden, dass die
mittleren LS in dieser Datensituation keinen Einfluss auf die Wahl der Beobachtungen
haben.

Bei d = 10 Variablen gibt es weder bei der zuféilligen Auswahl proportional zu den
LS noch bei der festen Auswahl eine Gewichtung der LS, die sich merklich gegen die SRS
abhebt. Die einzige Ausnahme dazu bildet die Gewichtung durch f, bei einem Prozent-
anteil von 20% bzw. 25% der Originaldaten. In diesen beiden Féllen liegt das mittlere
Niveau minimal iiber dem mittleren Niveau der SRS. Dabei sollte erneut beriicksichtigt
werden, dass solche kleinen Unterschiede eventuell zufallsbedingt sind. Weiter unterstiitzt
dies die Vermutung, dass die LS niitzlicher bei einer steigenden Anzahl nicht-informativer
Variablen wird.

In Tabelle[8]sind die Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten ASRS p
bei der zufilligen Auswahl der Beobachtungen anhand der SRS und proportional gewich-
tet zu den LS, sowie die Differenz der Anzahl der Beobachtungen, die im Mittel zuséatzlich
haufiger richtig klassifiziert werden, zwischen der SRS und der zufilligen Auswahl pro-
portional zu den LS AK p dargestellt. Die Unterschiede in den Klassifikationsraten sind
in Prozentpunkten angegeben. Ein positiver Wert bedeutet, dass die Gewichtung der LS
im Mittel zu einem besseren Wert fiihrt. Die erste Spalte enthélt den Prozentsatz P, die
zweite Spalte die Anzahl der Variablen d im Datensatz. Die restlichen Spalten enthalten
entsprechend die Differenzen fiir die jeweilige Gewichtsfunktion. In jeder Zeile ist der je-
weils beste Wert besonders hervorgehoben. Wie in Tabelle |4]ist zu bemerken, dass es bis
auf bei d = 10 immer eine Gewichtung der LS gibt, die im mittleren Niveau {iber der SRS
liegt. Auch fillt auf, dass die grofiten Zugewinne bei einem Prozentsatz von 5% bzw. 10%
der Originaldaten durch die Gewichtung mit fs erzielt werden. Dabei ist der Verlust im
mittleren Niveau durch den Sprung von 5% auf 10% der Originaldaten viel geringer als in
Simulation 1 und der Nutzen durch die Gewichtung der LS entsprechend grofler. Weiter ist
festzuhalten, dass bei steigendem Prozentanteilen abhéngig von der Anzahl der Variablen
sehr unterschiedliche Gewichtungen am besten abschneiden. Dafiir liegen die Zugewinne
eher bei iiber einem Prozentpunkt im mittleren Niveau und sind leicht grofler als bei
Simulation 1. Dies unterstiitzt weiter die Vermutung, dass die LS besser fiir die Wahl
der Beobachtungen geeignet sind je mehr iiberfliissige bzw. ungeeignete Informationen (in
Form von iiberzdhligen Variablen bzw. Rauschen) sich in den Daten befinden.

Bei den beiden Prozentsidtzen von 5% bzw. 10% der Originaldaten hebt sich somit

erneut die Gewichtung durch fg hervor. Bei einem Prozentsatz von 5% der Originalda-
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Tabelle 8: Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten und mittlere Anzahl
Beobachtungen die zusétzlich haufiger richtig klassifiziert werden bei der zufilligen Wahl
der Beobachtungen anhand der einfachen Zufallsauswahl und proportional gewichtet nach
den Leverage Scores mit den Daten der Simulation 2. Die Spalten mit ASRSp enthalten
die Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten in Prozentpunkten und die
Spalten mit AK p die Differenzen der im Mittel hiufiger richtig klassifizierten Beobach-

tungen. Hervorgehoben ist in jeder Spalte jeweils der grofite positive Zugewinn.

fi f2 fs fs
P | d | ASRSp AKp | ASRSp AKp | ASRSp AKp | ASRSp AKp
10 3.04 -12,06 219 -8,68 4,03 -15.96 3,01 11,91
20| -185 -7.34 179 7,07 185 -7.33 6,31 24,97
513 | -1.69 -6,69 112 442 187 -7.39 6,88 27,24
40 1,35 -535 123 -4.87 135 -5.35 5,96 23,62
50 -0,53 -2,11 -0,47 -1,88 -0,59 -2,33 6,83 27,04
10 -0,08 -0,30 -0,92  -3,59 -1,84 -7,22 -0,61 -2,39
20 -0,06 -0,25 1,77 -6,95 0,04 0,15 3,08 12,06
10 | 30 057 -2.24 1,33 -5.20 028  -1,09 4,71 18,46
40 -0,42 -1,64 -0,84  -3,28 -0,52 -2,06 5,72 2241
50 -0,65 -2.54 -0,77  -3,03 -0,43 -1,67 6,67 26,15
0] 012 -048 043 -167 260 -10,08 369 -1431
20 147 5,70 0,36 -1,38 1,72 6,66 011 -044
15 | 30 0,97 3,77 -0,56  -2,18 1,66 6,44 0,78 3,04
40 0,63 2,46 076 -2,94 101 3,92 1,66 6,46
50 054 2,00 062 2,42 105 4,07 2,15 8,32
10| -064 -245 0,04 0,17 2386 -14,83 26,38 -24,49
20 1,23 4,71 0,15 0,59 0,95 3,64 3,16 -12,12
20 | 30 139 534 004 -015 1,70 6,54 249 957
40 077 297 20,03 -0,13 1,37 5,24 1,63 -6,28
50 0,91 349 0,18 -0,69 1,64 6,28 140 -5.37
0] -084 -321 0,62 2,36 495 -1881 821 -31.21
20 0,75 2,87 041 1,56 011 -0,42 5,38 20,45
25 | 30 1,27 4,82 0,54 2,04 0,92 348 24,39 -16,66
40 0,93 353 024 093 1,32 5,01 351 -13.34
50 0,99 3,76 0,09 035 1,32 5,01 362 -13,75

ten entsprechen die am haufigsten gefundenen Wechselwirkungen sehr stark denen aus
Simulation 1 (sieche Abbildung . Vor allem liegen die Wichtigkeitsmafle in dhnlichen
Groflenverhéltnissen und die Varianz ist in etwa gleich. Bei der SRS zeigt sich hingegen,
dass bei diesem Prozentanteil viele nach Konstruktion unwichtige Bindrvariablen gefun-
den und als wichtig bewertet werden. Bei d = 30 sind 6 der 20 am h&ufigsten gefunden
Wechselwirkungen Binérvariablen, die keinen Einfluss auf den Krankheitsstatus besitzen.
Mit steigender Anzahl Variablen im Datensatz nimmt dies wieder etwas ab, so sind es bei
d = 50 vier Bindrvariablen. Bei der Gewichtung durch fg tritt unter den 20 am héufigs-

ten gefundenen Wechselwirkungen keine Binérvariable alleine auf, die nach Konstruktion
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unwichtig ware. Dafiir zeigt sich, dass die Bindrvariable X, sehr hédufig in Kombination
mit anderen, nach Konstruktion unwichtigen Binérvariablen auftritt. Dies verstirkt sich
deutlich bei einem Prozentanteil von 10% der Originaldaten. Bei diesem Prozentanteil
tritt die Binérvariable X5 in 15 der 20 am h&ufigsten gefundenen Wechselwirkungen auf,
in 11 davon in Kombination mit unwichtigen Bin&rvariablen. Dies verstarkt sich mit stei-
gender Anzahl Variablen im Datensatz. Bei d = 40 sind es 13 von 16 Wechselwirkungen
die X5 und unwichtige Bindrvariablen enthalten, bei d = 50 sind es 12 von 15. Die ge-
fundenen Wechselwirkungen werden eindeutig durch die Bindrvariable X5 dominiert. Im
Vergleich zu Abbildung [19|ist dies sehr auffillig, da die Bin&rvariable X5 sich hochstens
viermal unter den am hiufigsten gefundenen Wechselwirkungen befindet. Die Ahnlichkeit
der gefundenen Wechselwirkungen bei der Gewichtung durch fg mit 5% der Originaldaten
diirfte der Grund dafiir sein, dass das mittlere Niveau fiir diese Gewichtung besser liegt
und niedriger gefallen ist als bei den meisten anderen Gewichtungen (vgl. Tabelle . Die
feste Auswahl der Beobachtungen anhand der LS fiihrt bei dem Prozentsatz von 5% der
Originaldaten dazu, dass viele Zweifachwechselwirkungen aufgenommen werden, die eine
nach Konstruktion einflussreiche und eine unwichtige Bindrvariable enthalten. Dabei liegt
der Fokus nicht auf der Bin&rvariable X5, sondern ist iiber die Wechselwirkungen verteilt.
Auch werden Zweifachwechselwirkungen gefunden, die nur aus unwichtigen Bindrvaria-
blen bestehen, bei denen das Wichtigkeitsmafl vergleichsweise hohe Werte annimmt. Dies
diirfte eine Erklarung dafiir sein, dass das mittlere Niveau der zufélligen Auswahl propor-
tional zu den LS hoher liegt als bei der festen Auswahl der Beobachtungen. Zum Finden
wichtiger Wechselwirkungen ist die feste Auswahl somit eher ungeeignet, auch wenn sich
die unwichtigen Wechselwirkungen nicht so stark auf die Klassifikationsraten auszuwir-
ken scheinen. Anzumerken ist dabei, dass fiir die feste Auswahl der Beobachtungen der
logicFS-Ansatz auf den jeweiligen Datensatz nur einmal angewandt wird, fiir die zuféllige
Auswahl entsprechend 20-mal pro Datensatz. Dies unterstiitzt die Vermutung, dass es fiir
das Finden wichtiger Wechselwirkungen besser ist, die Modelle 6fter anzupassen und die
Wechselwirkungen zu verwenden, die durch die Modelle 6fter gefunden werden.

Mit steigenden Prozentanteilen heben sich die Gewichtsfunktionen hervor, die sowohl
die niedrigen als auch die hohen LS beriicksichtigen. In Abbildung [22|sind Boxplots der
Wichtigkeitsmafe (aus Gleichung ) der gefundenen Wechselwirkungen bei wiederhol-
tem Anpassen logischer Regressionsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz bei zufilliger Wahl
der Beobachtungen per SRS und proportional zu den LS gewichtet durch f5 mit 25%
der Originaldaten dargestellt. Sortiert sind die gefundenen Wechselwirkungen danach wie
héufig diese in allen Modellen vorkommen, von oben nach unten. Eingeféarbt sind fiir je-
des d jeweils die Uberschneidungen in den Wechselwirkungen zwischen der Wahl per SRS
und der Gewichtung durch f5. Sofort fillt auf, dass der Grofiteil der Wechselwirkungen
ebenfalls durch die Binérvariable X5 dominiert ist und viele Zweifachwechselwirkungen
auftreten, die X, und eine andere nach Konstruktion unwichtige Bindrvariable enthalten.

Bei kleinerem d gibt es sehr viele Uberschneidungen in den am hiufigsten gefundenen
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Abbildung 22: Boxplots der Wichtigkeitsmafle der 20 am héaufigsten gefundenen Wechsel-
wirkungen bei unterschiedlicher Auswahl einer Stichprobe bestehend aus 25% des Gesamt-
datensatzes der Daten aus Simulation 2 fiir d = 30,d = 40 und d = 50, sortiert danach,
wie héufig diese gefunden werden. Eingefirbt sind die Uberschneidungen der Wechsel-
wirkungen zwischen der einfachen Zufallsauswahl und der Auswahl proportional zu den

Leverage Scores gewichtet durch fs.

Wechselwirkungen zwischen der SRS und der Gewichtung durch f5. Mit steigendem d
werden die Uberschneidungen weniger. Der Grund fiir das bessere Abschneiden der Ge-
wichtung durch f5 ist nicht einfach ersichtlich. Durch die Dominanz der Binérvariable X5
sind nur wenige andere Wechselwirkungen vertreten. Zu erkennen ist jedoch in Abbil-
dung (d), (e) und (f), dass die Binirvariablen X{; und X, durch die Gewichtung
mit f5 haufiger gefunden werden und als wichtiger eingestuft werden. So wird bei d = 30
die Binérvariable X5 bei der Gewichtung durch f5; am haufigsten gefunden, bei der SRS
erst an sechzehnter Stelle. Bei d = 40 und d = 50 werden die Biné&rvariablen X 1C1 und X
durch die SRS gar nicht unter den 20 haufigsten Wechselwirkungen gefunden. Selbst wenn
der Zugewinn im mittleren Niveau durch die Gewichtung der LS nur im Bereich von einem
Prozentpunkt bei den Klassifikationsraten liegt, scheint es doch in dieser Datensituation
erneut der Fall zu sein, dass die zuféllige Wahl der Beobachtungen proportional zu den
LS dabei helfen kann, Wechselwirkungen in den Untergruppe der Fille zu finden. Da die
Gewichtung durch f5 nur insgesamt 25% der Werte zuldsst (vgl. Tabelle , fiithrt dies bei
jedem einzelnen Datensatz dazu, dass in jeder Wiederholung die selben Beobachtungen
in die Stichprobe aufgenommen werden. Trotzdem verbessert sich das Finden der Wech-
selwirkungen dadurch, den logicFS-Ansatz auf den selben Daten zu wiederholen, da die

gefundenen Wechselwirkungen stabiler werden und die Dominanz durch die Binédrvariable
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X sich reduziert. Auch hier zeigt sich, dass es von Vorteil zu sein scheint, die Beobach-
tungen proportional zu den LS in die Stichprobe aufzunehmen und das Anpassen der
Modelle zu wiederholen.

Bei der Gewichtung durch f; werden die gefundenen Wechselwirkungen bei der zufalli-
gen Auswahl und 25% der Originaldaten ebenfalls von X, dominiert. Tendenziell werden
die beiden Biniirvariablen X und X, durch diese Gewichtung ebenfalls éfter gefunden
und mit einer hoheren Wichtigkeit bewertet als durch die SRS. Dies bildet den Haupt-
unterschied zwischen den beiden Selektionsmethoden. Die Uberschneidungen in den ge-
fundenen Wechselwirkungen ist sehr grofl und das Wichtigkeitsmafl liegt in dhnlichen
Groflenverhéltnissen. Durch die Gewichtung mit f; werden die mittleren LS mitberiick-
sichtigt, im Gegensatz zu der Gewichtung durch f5. Bei weniger Variablen im Datensatz
scheint dies besser dazu geeignet zu sein, die Beobachtungen auszuwéhlen, wohingegen
es bei mehr Variablen besser zu sein scheint, gegen die mittleren Bereiche der LS zu
diskriminieren.

Die feste Auswahl der Beobachtungen durch f; ist teilweise auch durch die Binérva-
riable X5 dominiert, allerdings nicht ganz so stark. Dafiir treten ebenfalls andere wich-
tige bindre Einflussvariablen in Kombination mit nach Konstruktion nicht einflussrei-
chen Binarvariablen auf. So lassen sich etwas andere bindre Einflussvariablen finden. Der
Schwachpunkt, dass die feste Auswahl auf jedem Datensatz nur einmal durchgefiihrt wer-
den kann, bleibt jedoch bestehen und es ist nicht garantiert, dass interessante Wechsel-
wirkungen sich in der festen Auswahl finden.

Insgesamt ist die Auswahl der Beobachtungen anhand der LS in dieser Datensituation
nicht so eindeutig wie bei Simulation 1. Parallel ist, dass bei einem geringen Prozentsatz
der Originaldaten die Wahl anhand der niedrigen LS besser geeignet ist und zwar teilweise
sehr deutlich. Der Verlust im mittleren Niveau ist geringer als bei anderen Gewichtsfunk-
tionen und die gefundenen Wechselwirkungen dhneln denen aus Simulation 1. Erneut
zeigt sich, dass die Wahl der Beobachtungen anhand der niedrigen LS bei einer geringen
Anzahl an Daten bzw. vieler unwichtiger Variablen im Datensatz am besten zur Wahl
der Beobachtungen geeignet ist. Mit steigendem Prozentanteil ergibt sich im Unterschied
zur Simulation 1, dass die Wahl der Beobachtungen anhand der niedrigen und hohen LS
am besten geeignet ist und dass die Gewichtung durch die LS dabei helfen kann, in einer
erschwerten Situation Wechselwirkungen fiir Untergruppen der Félle zu finden.

Im néchsten Abschnitt geht es um die Datensituation, wenn es deutlich mehr Beob-

achtungen als Variablen gibt.

5.2.4 Auswertung von Simulation 3

Mit Simulation 3 liegen die fiir diese Situation am hochsten dimensionierten Datensétze
vor. Bei dieser Dimensionierung handelt es sich um die realistischste, wenn es um die
Reduktion von hochdimensionierten Datensitzen geht. Von Interesse ist, wie sich die Er-

gebnisse der Auswertung von Simulation 1 verhalten, wenn deutlich mehr Beobachtungen
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Abbildung 23: Beispiel der Leverage Scores von jeweils 5000 Beobachtungen unterschied-

licher Datensitze mit Anzahl Variablen d aus Simulation 3.

vorliegen. Jeder Datensatz der Simulation 3 besitzt nun n = 5000 Beobachtungen. Die
Anzahl der Variablen d ist parallel zu den anderen beiden Simulationen und auch der
relative Anteil der Félle der Untergruppen ist im selben Verhéltnis wie bei den ande-
ren vorhergegangenen Simulationen, wobei der absolute Anteil entsprechend grofler ist.
Da die Datensédtze hochdimensioniert sind, wird es nun darum gehen, Stichproben von
sehr kleinem Umfang zu ziehen. Die Prozentanteile P, die dafiir gewéhlt werden, sind
1%, 2%, 3%, 4% und 5% der Originaldaten. Dies fiihrt zu Stichprobenumfingen von
n’ € {50,100, 150,200, 250}. Entsprechend stehen ab 2% der Gesamtdaten so viele Be-
obachtungen zur Verfiigung, wie bei den vorherigen beiden Simulationen bei 25% der
Originaldaten. Wie zuvor sollen die Beobachtungen anhand der LS zuféllig bzw. fest in
die Stichprobe aufgenommen werden. In Abbildung sind beispielhaft die LS der
jeweils 5000 Beobachtungen pro Datensatz fiir unterschiedliche Anzahl der Variablen d
aufgetragen.

Als horizontale Linien sind jeweils das 0,25-, das 0,5- und das 0,75-Quantil eingetragen.
Deutlich lasst sich in Abbildung (a) erkennen, dass die LS der Tréager von L3 sehr
hohe bzw. auch niedrige LS-Werte besitzen. Mit einer steigenden Anzahl an Variablen
nimmt dies ab, diese Beobachtungen heben sich jedoch weiter hervor. Die Struktur der
LS weist Ahnlichkeiten zu der Struktur in Abbildung der Simulation 1 auf. Dies
lasst die Vermutung zu, dass sich fiir die Gewichtsfunktionen, welche die Randbereiche
gewichten (wie etwa fy), dhnliche Erkenntnisse ergeben werden.

Einfiihrend werden auf den gesamten Datensétzen logische Regressionsmodelle nach

dem logicFS-Ansatz angepasst. Es ergibt sich fiir alle Anpassungen ein OOB-Fehler von
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Abbildung 24: Boxplots der Wichtigkeitsmafle der gefundenen Wechselwirkungen beim
Anpassen logischer Regressionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf die vollen Datensétze

der Simulation 3.

nahezu 0%, unabhingig von der Anzahl Variablen d im Datensatz. Maximal betrigt der
OOB-Fehler 0,1%, was bedeutet, dass maximal 5 Beobachtungen falsch klassifiziert wer-
den. Eine steigende Anzahl der Beobachtungen verbessert somit die Anpassung der Mo-
delle und es kann davon ausgegangen werden, dass es moglich ist, ein fiir die Daten sehr
gut passendes Modell aufzustellen.

In Abbildung sind Boxplots der Wichtigkeitsmafie (aus Gleichung (1)) der ge-
fundenen Wechselwirkungen dargestellt, geordnet nach den am hé&ufigsten gefundenen
Wechselwirkungen, von oben nach unten. Im Vergleich zu Abbildung lésst sich er-
kennen, dass die gefundenen Wechselwirkungen komplexer werden und sich den DNF (aus
Gleichung (6)) bis (8)) der nach Konstruktion wahren Einfliissen annéhern. Auch wird
die Varianz des Wichtigkeitsmafles fiir die beiden Bindrvariablen X S und X, stabiler. Das
Ausmafl der Wichtigkeit héngt, wie bereits angemerkt, von der Anzahl der Beobachtun-
gen ab. Bei steigender Anzahl der Beobachtungen nimmt das Mafl entsprechend deutlich
zu. Teilweise werden noch Uberschneidungen von binéren Einflussvariablen gefunden, die
nach Konstruktion keinen Einfluss besitzen, wie z.B. (X§ A Xi5). Jedoch besitzen diese
Wechselwirkungen eine vergleichsweise geringe Wichtigkeit.

Wie im bisherigen Vorgehen werden Stichproben aus den jeweiligen Datensétzen so-
wohl zufillig proportional zu den LS und fest anhand der LS entnommen und nach dem
logicFS-Ansatz logische Regressionsmodelle angepasst.

In Abbildung sind die Klassifikationsraten durch das zuféllige Auswéhlen der
Beobachtungen proportional zu den LS bei 1% der Originaldaten dargestellt. Wie bei
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Abbildung 25: Boxplots der Klassifikationsraten durch wiederholte Anpassung logischer
Regressionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 1% der Daten aus Simulation 3, bei

zufalliger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.

Simulation 1 sind die Klassifikationsraten linksschief mit relativ vielen Ausreiflern nach
unten. Im Vergleich zu Abbildung fallt auf, dass das mittlere Niveau in etwa 1
bzw. 2 Prozentpunkte niedriger liegt. In Simulation 1 stehen in dieser Situation jeweils
60 Beobachtungen zur Verfiigung, fiir Simulation 3 dagegen 50 Beobachtungen. Vermut-
lich liegt die Verschlechterung daran, dass in Simulation 3 mehr Beobachtungen fiir die
Klassifikation zur Verfiigung stehen und daher auch mehr Beobachtungen potentiell falsch
klassifiziert werden kénnen. Wie in Abbildung [25| (a), (b) und (c) bereits zu erkennen,
zeigt sich in dieser Datensituation im Vergleich zu Simulation 1 und 2 ein deutliches Mus-
ter. Fiir jeden Prozentsatz der Daten und jede Anzahl Variablen d liegen bei der zufalligen
Auswahl proportional zu den LS konstant diejenigen Gewichtungen iiber dem mittleren
Niveau der SRS, welche die hohen LS beriicksichtigen. Bei steigenden Prozentsitzen der
verwendeten Daten sind dies in erster Linie die beiden Gewichtsfunkionen f; und fy.
Da die Gewichtsfunktion fs die LS unverindert lasst, fithrt dies automatisch dazu, dass
Beobachtungen mit einer hohen Hebelwirkungen mit groflerer Wahrscheinlichkeit in die
Stichprobe aufgenommen werden.

In Tabelle @sind die Differenzen ASRS p im mittleren Niveau der Klassifikationsraten
und die Anzahl der im Mittel zuséitzlich haufiger richtig klassifizierten Beobachtungen
AKp zwischen der SRS und der zufilligen Auswahl der Beobachtungen proportional
gewichtet nach den LS dargestellt. Die erste Spalte enthélt den entsprechenden Prozent-
anteil P und die zweite Spalte die Anzahl d der Variablen im Datensatz. Die restlichen

Spalten enthalten die Differenzen der entsprechende Gewichtsfunktion aufgeteilt nach der
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Tabelle 9: Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten und mittlere Anzahl
Beobachtungen die zusétzlich haufiger richtig klassifiziert werden bei der zufilligen Wahl
der Beobachtungen anhand der einfachen Zufallsauswahl und proportional gewichtet nach
den Leverage Scores mit den Daten der Simulation 3. Die Spalten mit ASRSp enthalten
die Differenzen im mittleren Niveau der Klassifikationsraten in Prozentpunkten und die
Spalten mit AK p die Differenzen der im Mittel hiufiger richtig klassifizierten Beobach-

tungen. Hervorgehoben ist in jeder Spalte jeweils der grofite positive Zugewinn.

fi fo fa Iz fo
P | d | ASRSp AKp || ASRSp AKp || ASRSp AKp || ASRSp AKp || ASRSp AKp
10 223 -110,44 1,19 59,14 1,07 -53,07 1,19 -58,99 712,15 -601,31
20 0,28 14,07 1,27 62,65 0,63 31,31 0,69 34,20 -8,21  -406,23
1 30 0,67 33,39 0,67 33,17 0,98 48,54 0,96 47,65 -7,79 -385,74
40 0,15 7,34 035 17,47 0,82 40,44 0,77 38,16 9,52 -4T1,18
50 0,13 6,30 20,10 -4,84 0,46 22,90 0,23 11,55 210,59 -523,99
10 -0,10 -4,68 0,50 24,49 0,03 1,30 0,07 3,54 -5,47  -267,93
20 -0,02 -0,78 0,50 24,31 -0,08 -3,94 -0,08 -3,68 -0,75 -36,71
2 | 30 0,01 0,41 0,42 20,73 0,01 0,64 0,08 3,90 0,15 7,27
40 0,12 5,96 0,38 18,60 0,07 3,21 0,25 12,48 0,62 30,35
50 0,35 16,91 0,34 16,66 0,24 11,73 0,32 15,83 0,67 32,62
10 0,11 5.25 0,25 11,97 0,16 7.80 0,19 9,22 278 -134,98
20 20,02 -1,19 0,25 12,15 20,12 -573 0,01 -0,54 0,20 9,70
3 30 -0,18 -8,65 0,15 7,25 -0,18 -8,80 -0,17 -8,36 0,39 18,86
40 -0,03 -1,42 0,24 11,69 -0,01 -0,33 0,05 2,23 0,50 24,38
50 20,00 -4,49 015 7,43 20,19 -9,08 20,10 -4,98 0,45 21,83
10 0,11 5,14 0,19 8,95 0,15 6,98 0,13 6,23 -1,80 -86,57
20 0,00 -0,06 0,16 7,88 -0,05 -2,41 -0,02 -0,91 0,30 14,45
4 | 30 20,10 -4,64 012 577 20,08 -3,70 20,13 -6,17 0,34 16,35
40 20,03 -1,60 011 524 20,09 -4,41 0,07 -3,16 0,33 15,64
50 -0,15 -7,16 0,05 2,57 -0,12 -5,80 -0,15 -7,08 0,26 12,64
10 0,10 4,61 0,16 7,50 0,15 6,90 0,11 5,05 -0,81 -38,48
20 0,02 0,79 011 5,17 0,01 0,26 0,00 0,14 0,29 13,63
5 30 0,00 0,24 0,10 4,95 -0,03 -1,56 -0,05 -2,16 0,29 13,70
40 0,00 0,10 0,04 1,90 -0,04 -2,11 -0,03 -1,35 0,28 13,11
50 20,05 -2,27 0,04 2,07 20,05  -2,31 20,05  -2,44 0,26 12,13

Differenz der Prozentpunkte im mittleren Niveau der Klassifikationsrate und wie viele
Beobachtungen entsprechend im Mittel zusétzlich haufiger richtig klassifiziert werden.
Ein positiver Wert bedeutet eine Verbesserung gegeniiber der SRS, ein negativer Wert
entsprechend eine Verschlechterung. Besonders hervorgehoben ist in jeder Zeile jeweils
der Wert der im Vergleich zur SRS die groite positive Abweichung besitzt. Es werden
diejenigen Gewichtsfunktionen dargestellt, welche die hohen LS mitberiicksichtigen, da
diese sich unter den anderen Gewichtungen am deutlichsten hervorheben. Als erstes fillt
auf, dass (wie bei den vorherigen Simulationen) die groBten Differenzen im mittleren
Niveau bei kleinen Prozentsétzen liegen, am deutlichsten bei den Gewichtungen durch
fo und fy. Weiter scheint es von der Anzahl der Variablen abhéngig zu sein, welche der
Gewichtsfunktionen sich am stiarksten abhebt. Bei d = 10 ist dies konstant die Gewichtung
durch fy. Weiter ist die Gewichtung durch f; nur bei einem Prozentsatz von 1% der

Originaldaten unter den besten Gewichtungen. Die Verbesserung gegeniiber der SRS liegt
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Abbildung 26: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regressi-
onsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz auf 1% der Daten aus Simulation 3 bei fester Auswahl

der Beobachtungen anhand der Leverage Scores.

bei fast einem Prozentpunkt im mittleren Niveau und aufgrund der grofien Umfénge der
Datensétze bedeutet dies, dass teilweise iiber 40 oder sogar 60 Beobachtungen zusétzlich
im Mittel haufiger richtig klassifiziert werden.

Die geringsten Zugewinne gibt es bei einem Prozentsatz von 5% der Originaldaten.
Ein Grund dafiir kann sein, dass die Klassifikationsraten generell sehr hoch liegen (vgl.
Abbildung und entsprechend generell nur wenig Beobachtungen falsch klassifiziert
werden, was wiederum wenig Spielraum fiir Verbesserungen in den Klassifikationsraten
zulésst. Dennoch hebt sich die Gewichtung durch fy ab d = 20 gegeniiber der SRS ab und
es werden etwa 13 Beobachtungen zusétzlich im Mittel haufiger richtig klassifiziert.

Interessant ist, dass die beiden Gewichtsfunktionen f; und f; sich in keiner Situation
gegeniiber den anderen drei Gewichtungen abheben. Diese Gewichtungen diskriminieren
am schwéchsten gegen die mittleren LS. Eventuell sind die mittleren LS nicht gut fiir die
Wahl der Beobachtungen geeignet. Weiter verstiarkt wird dies dadurch, dass die Gewich-
tung der mittleren LS durch fg, fio und fi; sich in keiner Situation gegeniiber der SRS
abheben. Das mittlere Niveau liegt nahezu immer gleichauf bzw. teilweise unter dem mitt-
leren Niveau der SRS. Dies gilt sowohl bei der zufélligen als auch der festen Auswahl der
Beobachtungen. Es kann somit davon ausgegangen werden, dass die mittleren LS in dieser
Datensituation ebenfalls keinen Einfluss auf die Auswahl der Beobachtungen besitzen.

In Abbildung [26|sind die Klassifikationsraten resultierend durch die feste Auswahl
der Beobachtungen anhand der LS bei 1% der Originaldaten dargestellt. Deutlich ist zu

erkennen, dass bei der festen Auswahl eine Beriicksichtigung der hohen LS zu vergleichs-
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weise sehr schlechten Ergebnissen fiihrt. Dahingegen liegt die Gewichtung der mittleren
LS sehr stark auf demselben mittleren Niveau wie die SRS. In den Grafiken Abbildung
(e), Abbildung (c), (d), (e) und Abbildung (c), (d), (e) im Anhang
ist zu erkennen, dass die feste Auswahl der Beobachtungen anhand der Gewichtung durch
f1 und fy bei steigenden Prozentsitzen auf nahezu dem gleichen mittleren Niveau der
SRS liegt. Es bedarf entsprechend vieler Variablen und eines relativ groffen Prozentan-
teils der Daten, bis die feste Auswahl iiberhaupt auf vergleichbare Ergebnisse kommt. Der
einzige Vorteil liegt in der geringeren Varianz der Klassifikationsraten. Erneut ist dabei
anzumerken, dass fiir die feste Auswahl weniger Datenpunkte als fiir die SRS vorliegen.
Die feste Auswahl der Beobachtungen anhand der LS ist in dieser Datensituation somit
nicht zu empfehlen.

Die Wahl der Beobachtungen anhand der niedrigen LS, vor allem mit starker Dis-
kriminierung gegen die anderen Bereiche durch fg, ist in dieser Datensituation absolut
ungeeignet. Das mittlere Niveau liegt konstant unter dem mittleren Niveau der SRS, so-
wohl bei der zufilligen Auswahl als auch der festen Auswahl (siehe Abbildung bis
[A24)). Erneut zeigt sich der Kontrast zu f;. Die Gewichtung durch diese Gewichtsfunktion
fithrt erneut im Vergleich zu fs zu deutlich besseren Ergebnissen. Es ist somit nur von
Vorteil gegen die mittleren und hohen LS zu diskriminieren, wenn sehr wenige Beobach-
tungen aus den Daten vorliegen. Die geringste Anzahl n’ = 50 bei 1% der Originaldaten
scheint bereits genug zu sein, damit andere Gewichtungen bessere Ergebnisse erzielen.

In Abbildung [27]sind Boxplots der WichtigkeitsmaBe (aus Gleichung (1)) der 20 am
héufigsten gefundenen Wechselwirkungen durch das Anpassen logischer Regressionsmo-
delle mit dem logicF'S-Ansatz und dem zufélligen Ziehen der Beobachtungen proportional
zu den LS gewichtet durch fo auf 1% der Originaldaten dargestellt. Angeordnet sind die
Boxplots danach, wie héufig die Wechselwirkung in den Modellen gefunden werden, von
oben nach unten. Eingefiarbt sind die Boxplots der Wechselwirkungen fiir jede Anzahl der
Variablen d, die sich zwischen der SRS und der Gewichtung durch f5 {iberschneiden. Die
Gewichtung durch f; erzielt bei 1% der Originaldaten den grofiten positiven Abstand zur
SRS (vgl. Tabelle @) In Abbildung ist zu erkennen, dass die Uberschneidung der
gefundenen Wechselwirkungen mit der SRS sehr grof3 sind. Verglichen mit Abbildung
ist zu erkennen, dass etwa die Hélfte der gefundenen Wechselwirkungen auf dem gesamten
Datensatz sich in denen, basierend auf den Stichproben, wiederfinden. Im Vergleich dazu
besitzt keine der Wechselwirkungen ein negatives Wichtigkeitsmafl. Die Grofle der Mafle
ist deutlich geringer, da diese mit deutlich weniger Daten bestimmt werden. Der Grofteil
der gefundenen Wechselwirkungen korrespondiert zu L;. Dies ist nicht verwunderlich, da
die Tréager von Ly die grofite Gruppe unter den Erkrankten stellt.

In Abbildung 27| (d) ist zu erkennen, dass die Wechselwirkung (X, A X3 A X&) nicht
unter den am haufigsten gefundenen Wechselwirkungen bei der SRS ist. Dies konnte ein
Grund fiir die bessere Klassifikation durch f; sein. Ein weiterer Grund koénnte sein, dass

unterschiedliche Binérvariablen 6fter gefunden werden. Die Binérvariable X5 wird durch
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Abbildung 27: Boxplots der Wichtigkeitsmafle der 20 am héaufigsten gefundenen Wechsel-
wirkungen bei unterschiedlicher Auswahl einer Stichprobe bestehend aus 1% des Gesamt-
datensatzes der Daten aus Simulation 3 fiir d = 10,d = 20 und d = 30, sortiert danach,
wie héufig diese gefunden werden. Eingefirbt sind die Uberschneidungen der Wechsel-
wirkungen zwischen der einfachen Zufallsauswahl und der Auswahl proportional zu den

Leverage Scores gewichtet durch fs.

die Gewichtung mit f5 bei d = 10 und d = 20 am héaufigsten gefunden und im arith-
metischen Mittel als wichtiger eingeschétzt als durch die SRS. Bei d = 30 befindet sich
die Binédrvariable bei der Gewichtung durch f; unter den drei am haufigsten gefundenen
Wechselwirkungen, bei der SRS hingegen erst an der sechsten Stelle. Da es die wenigsten
Unterschiede in den Wechselwirkungen gibt, die zu L; korrespondieren, legt dies die Ver-
mutung nahe, dass die bessere Klassifikationsrate an den Tragern von L3 liegt, die durch
X12 mit einer wichtigen Binérvariable haufiger vertreten sind. Die Gewichtung durch fy
fithrt bei dem Prozentsatz von 1% der Originaldaten ab d = 30 zu den besten Ergebnis-
sen im Vergleich zu der SRS. Bei dieser Gewichtung wird die Bin&rvariable X5 ebenfalls
haufiger gefunden und besitzt hohere Werte fiir das Wichtigkeitsmafl als bei der SRS.
Dies legt ebenfalls die Vermutung nahe, dass der hohere Anteil in den Klassifikationsra-
ten an den Tréagern von L3 liegt. Diese besitzen verglichen mit den anderen Beobachtungen
hohere bzw. niedrigere LS-Werte (vgl. Abbildung . Dies konnte erkléaren, warum die
Bindrvariable haufiger gefunden wird und entsprechend die Beobachtungen aus dieser
Gruppe héaufiger richtig klassifiziert werden. Dies bedeutet, dass die Wahl der Beobach-
tungen proportional zu den LS in dieser Datensituation ebenfalls dazu fithrt, dass gewisse
Untergruppen in den Beobachtungen besser gefunden werden.

Mit steigendem Prozentanteil der verwendeten Daten fiithrt die Gewichtung durch
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Abbildung 28: Boxplots der Wichtigkeitsmafle der 20 am héaufigsten gefundenen Wechsel-
wirkungen bei unterschiedlicher Auswahl einer Stichprobe bestehend aus 5% des Gesamt-
datensatzes der Daten aus Simulation 3 fiir d = 30,d = 40 und d = 50, sortiert danach,
wie héufig diese gefunden werden. Eingefirbt sind die Uberschneidungen der Wechsel-
wirkungen zwischen der einfachen Zufallsauswahl und der Auswahl proportional zu den

Leverage Scores gewichtet durch fo.

fo eindeutig zu den besten Ergebnissen. Die Abbildung zeigt erneut Boxplots der
Wichtigkeitsmafle der 20 am haufigsten gefundenen Wechselwirkungen durch die zuféllige
Auswahl proportional zu den LS, dieses Mal gewichtet nach fo und mit 5% der Original-
daten. Insgesamt ist zu erkennen, dass nahezu alle gefundenen Wechselwirkungen bei der
zufilligen Wahl der Beobachtungen proportional gewichtet nach f9 nur aus nach Kon-
struktion wichtigen bindren Einflussvariablen bestehen. Nur bei d = 50 treten in zwei der
20 am h&ufigsten gefunden Wechselwirkungen unwichtige Binédrvariablen auf. Jedoch gibt
es erneut Uberschneidungen zwischen den wahren Wechselwirkungen. Bei der Wahl durch
die SRS treten dagegen vermehrt unwichtige Binédrvariablen in den Wechselwirkungen auf.
Sehr stark ist zu erkennen, dass es Unterschiede in den Gewichtungen und der H&ufigkeit
der beiden Binirvariablen X& und X, gibt. Durch die Gewichtung mit fy sind diese
beiden Binérvariablen als deutlich wichtiger gewertet und als die beiden am hé&ufigsten
gefundenen Wechselwirkungen vertreten. Dies unterstiitzt die Vermutung, dass durch die
hohen LS sich in diesen Daten gewisse Untergruppen (in diesem Fall die Triager von L)
finden lassen. Dies wiirde auch gut dazu passen, dass die Klassifikationsraten im mittleren
Niveau hoher liegen als bei der SRS, da die Tréger von L3 besser gefunden und entspre-
chend klassifiziert werden. Insgesamt deckt sich dieses Ergebnis mit der Simulation 1. In

Simulation 1 werden durch die Gewichtung der hohen LS ebenfalls die beiden Binérvaria-
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blen X& und X, hiufiger gefunden und entsprechend liegen die Klassifikationsraten im
mittleren Niveau iiber dem mittleren Niveau der SRS.

Die feste Auswahl durch fy fithrt zu sehr dhnlichen Ergebnissen und die am héufigsten
gefundenen Wechselwirkungen iiberschneiden sich sehr stark und erhalten eine dhnliche
Mafle fiir die Wichtigkeit. Trotzdem tritt bei der festen Auswahl erneut vereinzelt auf,
dass nach Konstruktion wichtige binédre Einflussvariablen in Kombination mit unwichtigen
Binérvariablen gefunden werden. Allerdings deutlich seltener als bei Simulation 1 und mit
einem geringeren Wichtigkeitsmafl. Es besteht somit fast kein Unterschied zwischen der
zufalligen Auswahl proportional zu den LS und der festen Auswahl aufler, dass das mittlere
Niveau durch die zuféllige Auswahl minimal hoher liegt.

Wenn die Moglichkeit besteht, die Beobachtungen nach ihren LS auszuwiéhlen, sollte
dies nach Moglichkeiten auf jeden Fall anhand der hohen LS geschehen. Das Niveau und
die Varianz der Klassifikationsraten liegt mit der richtigen Gewichtung auf jeden Fall nicht
schlechter als bei der SRS und in vielen Datensituationen sogar besser. Im Kontext von
medizinischen Daten ist jede Beobachtung deren Erkrankung zusétzlich erkannt wird ein
Zugewinn, fiir den vergleichsweise geringen zeitlichen und rechnerischen Aufwand zum

Bestimmen der LS.

5.2.5 Fazit und Anmerkungen zu dem Fall n > d

Durch die Simulationsstudie ergibt sich, dass es in fast jeder Datensituation eine Ge-
wichtung der LS gibt, die dazu fiihrt, dass wenn die Beobachtungen zu diesen Werten
proportional in die Stichprobe aufgenommen werden, im arithmetischen Mittel ein Er-
gebnis der Klassifikationsraten erzielt wird, das wenigstens nicht schlechter bzw. in vielen
Datensituationen besser ist als die einfache Zufallsauswahl.

Wenn nur wenige Daten verwendet werden bzw. es Fille gibt, die nicht durch ge-
netische Einfliisse erklért sind, ist die Gewichtung der niedrigen LS durch fs am besten
geeignet, die Beobachtungen fiir die Stichprobe auszuwéhlen. Fiir die beiden Simulationen
ohne Rauschen (Simulation 1 und 3) ist es bei einem steigenden Stichprobenumfang hin-
gegen bei fast allen Datensituationen von Vorteil, die Beobachtungen anhand der hohen
LS mit der Gewichtung durch fy fiir die Stichprobe zu wihlen. Demgegeniiber ist es bei
Rauschen in den Daten bei steigendem Prozentanteil besser, beide Randbereiche der LS
zur Wahl der Beobachtungen zu verwenden. In Tabelle sind fiir jede Simulation fiir
den entsprechenden Prozentanteil und Anzahl Variablen im Datensatz die Gewichtsfunk-
tion abgetragen, die im arithmetischen Mittel zu den besten Klassifikationsraten fithren.
In der ersten Zeile ist die entsprechende Simulation angegeben, die zweite Zeile enthélt die
Prozentanteile P, die den Daten entnommen werden. In den restlichen Zeilen ist fiir die
jeweilige Anzahl an Variablen d die Gewichtung der LS aufgetragen, die im arithmetischen
Mittel bei der zufilligen Auswahl proportional zu den LS zu der besten Klassifikationsrate
fiihrt.

Bei einer geringen Anzahl an Variablen ist es in Simulation 1 und 3 am besten, die
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Tabelle 10: Ubersicht der im mittleren Niveau am besten geeigneten Gewichtungen fiir
die zufillige Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores bei den

Daten der Simulationen 1 bis 3.

Sim. 1 2 3

P 5% 10% 15% 20% 25% | 5% 10% 15% 20% 25% || 1% 2% 3% 4% 5%

10 f3  fa P! P! P! fs  fa I3 P! p) fo fo f2 f2 e
20 | fs fo I2 fo fo s fs Is bil bil for fo fo fo fo
d 30| fs fio N fo fo fs  fs Is Is Vil Jo fo fo fo fo
40| fs fu  f fo fo fs  fs Is Is Is fo fo fo fo fo
50 | fs  fe Is Jo fo fs s Is Is I5 Ja fo fo fo  fo

LS direkt als Auswahlwahrscheinlichkeiten zu verwenden. Aufféllig ist es, dass die mittle-
ren LS in nur sehr vereinzelten Fillen zum besten mittleren Niveau fiithren (vgl. Tabelle
. Es kann somit davon ausgegangen werden, dass die mittleren LS keinen positiven
Einfluss auf die Wahl der Beobachtungen haben. Auch alle drei Bereiche durch die Ge-
wichtsfunktion f; zu Beriicksichtigen, bringt keine Verbesserung gegeniiber dem Fall, nur
die Randbereiche zu beriicksichtigen.

Weiter ergibt sich, dass die zuféllige Auswahl der Beobachtungen proportional zu den
LS tendenziell besser ist als die feste Auswahl der Beobachtungen. Die feste Auswahl
der Beobachtungen fiihrt zwar teilweise zu leicht hoheren Klassifikationsraten und einer
Reduktion in der Varianz. Es zeigt sich jedoch, dass durch die feste Auswahl teilweise
Verzerrungen in den Wechselwirkungen in dem Sinne auftreten, dass Binédrvariablen als
einflussreich erkannt werden, die nach Konstruktion keinen Einfluss besitzen und dass
die feste Auswahl davon abhéngt, welche Beobachtungen die entsprechenden LS-Werte
aufweisen.

Als ein grofler Punkt ergibt sich, dass die Gewichtung der LS dabei helfen kann, Un-
tergruppen in den Fillen zu erkennen. In allen Datensituationen fithrt die (Mit-)Beriick-
sichtigung der hohen LS bei der Wahl der Beobachtungen dazu, dass die einflussreichen
Binarvariablen fiir die am schwichsten besetzte Untergruppe der Trager der Wechsel-
wirkung L3 besser aufgefunden werden. Es sollte dabei beriicksichtigt werden, dass die
Gewichtung der LS von der hier gewihlten Datensituation abhéngt. Wenn es andere Wech-
selwirkungen in den Daten gibt, konnte es sein, dass die Tréager dieser Wechselwirkungen
andere LS besitzen und entsprechend fiir das Auffinden dieser Untergruppen andere Ge-
wichtungen der LS geeignet sind. Es empfiehlt sich, die Beobachtungen sowohl anhand
der niedrigen als auch der hohen LS zufillig in die Stichprobe aufzunehmen und dieses
Vorgehen mehrmals zu wiederholen, um potentiell geeignete Wechselwirkungen in den
Daten aufzufinden.

Eine Vermutung ist es, dass es einen Unterschied macht, welches Verhéltnis zwischen
den Fillen und Kontrollen in der Stichprobe herrscht. Die einzige Einschrinkung, die es

fiir die zufallige Auswahl gibt, ist die, dass es mindestens einen Fall und mindestens ei-
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ne Kontrolle geben muss, da es sonst nicht moglich ist, ein logisches Regressionsmodell
anzupassen. Somit gibt es keine Einschréankungen zum Verhéltnis. Dazu werden fiir diese
Arbeit verschiedene Untersuchungen durchgefiihrt. In diesen Untersuchungen zeigt sich,
dass das Verhéltnis zwischen den beiden Gruppen in der Stichprobe keine Rolle spielt.
Das Verhéltnis auf gleich grofie Teile zu zwingen, bringt keine merkliche Verbesserung der
Klassifikationsraten. Eine Untersuchung der besten Klassifikationsraten und dem herr-
schenden Verhéltnis in diesen Stichproben gibt keinen Anlass zu der Vermutung, dass es
vom Vorteil ist ein festgelegtes Verhéltnis zu erzwingen.

Weiter fiithren eine Erhohung der Anzahl der Wiederholungen B fiir den logicFS-
Ansatz, eine Erhchung der Anzahl der Baume auf drei und die Erhohung der maximalen
Anzahl der Blétter bei dem logicFS-Datensatz nicht zu einer bemerkbaren Verbesserung
der Klassifikationsraten. Eine Erhohung der maximalen Anzahl an Bléttern fiithrt nur
zu komplexeren Wechselwirkungen, welche jedoch nicht zu einer besseren Klassifikation
beitragen. Aufgrund dieser Versuche bleibt es bei den vorher gewéhlten Anzahlen.

Alternativ zu den beiden Ansétzen, die Beobachtungen zuféllig proportional zu den LS
in die Stichprobe aufzunehmen und die Beobachtungen fest anhand ihrer LS zu wéhlen,
wird ein dritter Ansatz verfolgt. Die Idee riihrte daher, dass es am zeitaufwendigsten ist,
ein logisches Regressionsmodell anzupassen, wohingegen es nur sehr wenig Zeit kostet,
die Beobachtungen fiir die Stichprobe anhand der LS zu bestimmen. Dies fiithrt zu dem
Ansatz, den Index der entsprechenden Beobachtung mehrmals proportional zu den LS zu
ziehen und die Beobachtungen zu verwenden, die am h&ufigsten gezogen werden. Dieser
Ansatz soll einen Kompromiss zwischen der zufilligen und der festen Auswahl bilden,
da es sehr wahrscheinlich ist, dass eine Beobachtung mit einer hohen Gewichtung in die
Stichprobe gelangt aber nicht auf jeden Fall aufgenommen wird. Es zeigt sich jedoch,
dass dieses Verfahren zu keiner merklichen Verbesserung der Klassifikationsraten fiihrt,
sondern im Gegenteil bei vielen Gewichtsfunktionen zu einer deutlichen Verschlechterung.
Auf jeden Fall ist dieser Ansatz der festen Auswahl unterlegen, weshalb nicht weiter darauf
eingegangen wird. Im néchsten Unterkapitel geht es um den zweiten Spezialfall bei SNP-

Daten, wenn mehr Variablen d als Beobachtungen n vorliegen.
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5.3 Der Fall n <d

Im Folgenden geht es um die zweite vorkommende Situation bei SNP-Daten. Wie bereits
in Kapitel [4] angemerkt, liegen in sogenannten genomweiten Assoziationsstudien héufig
sehr hochdimensionierte Datensétze vor, in denen es deutlich mehr Variablen als Beob-
achtungen gibt (d > n). Da es fiir die Bestimmung der (C)LS der Matrix X e Rm*¢
notwendig ist, dass n > d ist (vgl. Kapitel lassen sich anhand der (C)LS nicht
mehr Beobachtungen selektieren, sondern es werden mithilfe der transponierten Matrix
XT e Réxn entsprechend Variablen durch die (C)LS selektiert. Dies stellt eine andere
Herausforderung dar und entsprechend gibt es andere Bedingungen. Es wird zwar wei-
terhin die Klassifikationsrate zur Messung der Giite herangezogen. Dies ist jedoch nicht
der Fokus dieser Untersuchung sondern eher wie und welche Variablen sich durch die
LS und besonders die CLS selektieren lassen. Als Daten liegen die Datensétze der Si-
mulation 4 und ein Teil der HapMap-Daten vor. Bei diesen Daten sollen die Variablen
anhand der (C)LS selektiert werden. Einfiihrend wird dies bei den Daten der Simulation

4 durchgefiihrt.

5.3.1 Auswertung von Simulation 4

Als erstes geht es in diesem Fall um die Daten der Simulation 4. Diese Datensétze besitzen
jeweils die SNPs von 200 Beobachtungen, von denen 100 Félle und 100 Kontrollen sind.
Die Anzahl der SNPs d variiert: d € {250, 300,400, 500}. Jeder Datensatz besitzt somit d
SNPs S;, i = 1,...,d. Fiir jedes d werden erneut jeweils 100 Datensédtze simuliert. Somit
besteht Simulation 4 aus insgesamt 400 Datensétzen. Jeder dieser Datensétze besitzt die
drei Wechselwirkungen L, Ly und L3 aus Gleichung , und . Entsprechend
enthalten die Datensétze deutlich mehr, nach Konstruktion unwichtige Variablen. Um die
Klassifikationsraten bestimmen zu kénnen, miissen die Beobachtungen der Datenséitze in
Lern- und Testdaten eingeteilt werden. Mithilfe der Lerndaten werden die logischen Re-
gressionsmodelle nach dem logicFS-Ansatz angepasst und die Beobachtungen der Test-
daten durch die angepassten Modelle klassifiziert. Dazu werden bei jedem Datensatz die
Hilfte der Félle und die Halfte der Kontrollen zuféllig, mit der selben Wahrscheinlichkeit,
in die Lernstichprobe aufgenommen und die restlichen Beobachtungen bilden die Test-
stichprobe. Somit bestehen sowohl die Lernstichprobe als auch die Teststichprobe aus
jeweils 100 Beobachtungen, wobei jeweils 50 Félle und 50 Kontrollen vertreten sind.
Einfithrend wird auf jedem der Datensétze der Simulation 4 der logicFS-Ansatz mit
den beschriebenen Einstellungen angewandt. Interessanterweise ist der OOB-Fehler von
der Anzahl der Variablen d abhéngig. Mit steigender Anzahl der Variablen im Datensatz
steigt der OOB-Fehler leicht an. Bei d = 250 liegt der OOB-Fehler im arithmetischen
Mittel bei 1,8% und im Median bei 1,5%. Der maximale Wert betrigt 6%. Dahingegen
liegt der OOB-Fehler bei d = 500 im arithmetischen Mittel bei 2,6% und im Median
bei 2,5%. Das Maximum betrigt 7%. Entsprechend erschwert sich die Anpassung der
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Abbildung 29: Boxplots der Wichtigkeitsmafle der gefundenen Wechselwirkungen beim
Anpassen logischer Regressionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf die vollen Datensétze

der Simulation 4.

Modelle durch eine erhchte Anzahl von unnétigen Variablen im Datensatz. Dabei ist
weiter zu beriicksichtigen, dass der OOB-Fehler gestiegen ist, obwohl es insgesamt weniger
Beobachtungen zu klassifizieren gibt als in Simulation 1 und 3.

In Abbildung sind Boxplots der WichtigkeitsmaBe (aus Gleichung (1)) der 15
am héufigsten gefundenen Wechselwirkungen beim Anpassen logischer Regressionsmodel-
le nach dem logicF'S-Ansatz mit den Daten der Simulation 4 dargestellt. Verglichen mit
Abbildung [13| und Abbildung [24] sind Parallelen zu erkennen. Die beiden Binérvaria-
blen X& und X, werden in jeder Datensituation am hiufigsten gefunden. Im Kontrast
werden bei den Daten der Simulation 4 die beiden Binérvariablen X, und X;¢ héufig
alleine selektiert. Dies ist bei Simulation 1 und 3 unter den 15 am h#ufigsten gefunde-
nen Wechselwirkungen nicht der Fall. Zusétzlich tritt bei den Daten der Simulation 4
die Binsirvariable X& in keiner der 15 am hiufigsten gefundenen Wechselwirkungen auf.
Die Komplexitiat der Wechselwirkungen ist in groflen Teilen auf Zweifachwechselwirkun-
gen beschrénkt und &hneln denen aus Simulation 1. Ein Grund dafiir kann die geringere
Anzahl an Beobachtungen sein.

Grundsétzlich sollen die LS und nun auch die CLS herangezogen werden, um Variablen
aus den Datensédtzen zu entnehmen. Im Kontext der Selektion der Beobachtungen haben
die CLS keinen Sinn fiir die Wahl der Beobachtungen ergeben. Hier spielen diese nun
eine zentrale Rolle, vor allem die CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable. Wie in
Kapitel beschrieben, wird zum Bestimmen der Hat-Matrix erneut der transformierte

Vektor der Realisationen der abhingigen Variable mit der Datenmatrix vereinigt und
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Abbildung 30: Darstellung der Leverage Scores der Variablen und der Cross Leverage
Scores der Variablen mit der abhingigen Variable des ersten Datensatzes der Simulation
4 mit d = 500 SNPs: (a) Leverage Scores der Variablen, (b) Cross Leverage Scores
der Variablen mit der abhéngigen Variable. Die Werte der nach Konstruktion fiir den

Krankheitsstatus erklirenden SNPs sind besonders hervorgehoben.

entsprechend mit der transformierten neu entstandenen Datenmatrix XT € RE@+Dxn gig
QR-Zerlegung durchgefiihrt. Die resultierende Hat-Matrix H € R(@+D*(@+1) enthilt dann
die (d+1)-ste Zeile bzw. Spalte, die den Einfluss jeder Variable auf die abhéngige Variable
beschreiben. Dies sind die CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable. Der Eintrag
h(a+1),(d+1) der Hat-Matrix enthdlt den Einfluss der abhéngigen Variable auf sich selbst.
Dieser Wert ist fiir die vorliegende Situation nicht informativ. Daher wird dieser Wert aus
den (C)LS entfernt.

In Abbildung (a) sind beispielhaft die LS der Variablen und in Abbildung
(b) die CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable des ersten Datensatzes der
Simulation 4 mit d = 500 SNPs dargestellt. Die Werte der nach Konstruktion fiir den
Krankheitsstatus verantwortlichen Variablen sind besonders hervorgehoben. Es zeigt sich
in Abbildung (b), dass die CLS negative Werte annehmen. Die Gewichtsfunktionen
(aus Gleichung (9) bis (19)) sind so konstruiert, dass die resultierenden Gewichtungen
nicht negativ werden bzw. im Falle von f; werden die gewichteten Werte im Absolutbetrag
verwendet. Weiter ist ein deutlicher Kontrast zwischen den LS und den CLS der Variablen
mit der anhéngigen Variable der nach Konstruktion wichtigen SNPs zu erkennen. Die CLS
heben sich deutlich ab und besitzen mit die héchsten Werte. Nur die Einzelvariable Sg
von Lz bildet eine Ausnahme dazu. Demgegeniiber sind die LS der nach Konstruktion

wichtigen SNPs viel stirker in den anderen Werten eingebettet. Die auffillige Ausnahme
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bildet erneut die Einzelvariable Sg, die den allerniedrigsten LS Wert besitzt. Dargestellt
ist ein Datensatz mit d = 500 SNPs, da sich der gezeigte Effekt bei einer groflen Anzahl
unwichtiger Variablen am besten erkennen lésst.

Diese Werte werden nun verwendet, um die Variablen aus den Datensétzen zu selektie-
ren. Anders als in Kapitel [5.2) wird nicht ein Prozentsatz der Variablen selektiert, sondern
ein fester Anteil d’ € {10, 20, 30,40, 50}. Dies geschieht, um vergleichen zu kénnen welche
Variablen fest durch die (C)LS selektiert werden, unabhéngig von der Gesamtanzahl der
Variablen d. Es werden sowohl die LS als auch die CLS der Variablen mit der abhéngi-
gen Variable verwendet, um die d’ der d Variablen zu selektieren. Nach der Selektion
der Variablen werden die d’ selektierten SNPs der Lerndaten in Binérvariablen trans-
formiert, so dass 2d’ Binérvariablen vorliegen. Auf diese Daten wird der logicFS-Ansatz
angewandt. AnschlieBend werden fiir die Testdaten dieselben d’ selektierten Variablen
aus dem Datensatz entnommen, in Bindrvariablen transformiert, die Beobachtungen mit
dem angepassten Modell per Bagging klassifiziert und mit dem wahren Krankheitsstatus
verglichen. So entstehen erneut die Klassifikationsraten k.

Wie sich iiberlegen lésst, ist es nicht sinnvoll bzw. zielfithrend die Variablen zufillig
proportional zu den (C)LS in die Stichprobe aufzunehmen. Zwar erhalten die wichtigen
Einflussvariablen durch die Gewichtung hohere Auswahlwahrscheinlichkeiten, es ist je-
doch immer noch vom Zufall abhéngig, ob die nach Konstruktion wichtigen Variablen in
die Stichprobe aufgenommen werden. Da es von Interesse ist, die wichtigen Variablen mit
Sicherheit in die Stichprobe aufzunehmen, lasst sich vermuten, dass die feste Auswahl der
Variablen anhand der (C)LS besser geeignet ist. Dies bestatigt sich in der Auswertung,
weshalb fiir diese Arbeit nicht weiter auf die zuféllige Auswahl der Variablen proportional
zu den (C)LS eingegangen wird. Bei der festen Auswahl der Variablen werden die LS der
Variablen und CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable auf die in Kapitel
beschriebene Weise bestimmt, mit den Gewichtsfunktionen f1, fs, fs, fo und fio gewichtet
und entsprechend die d’ Variablen selektiert, welche nach der Gewichtung die hiéchsten
Werte besitzen. Zum Vergleich werden d’ Variablen per SRS gezogen und mit diesen Va-
riablen die Klassifikation durchgefiihrt. Aufgrund des grofien Umfangs der Daten wird die
Wahl der Variablen per SRS pro Datensatz nur 10-mal durchgefiihrt. Es liegen pro Daten-
satz somit eine Klassifikationsrate fiir die feste Auswahl vor und 10 Klassifikationsraten
fiir die SRS.

In Abbildung [31] sind Boxplots der Klassifikationsraten bei der festen Auswahl der
Variablen mit d’ = 10 Variablen aus den Datenséitzen der Simulation 4, mit d = 250 und
d = 500 Variablen im Originaldatensatz dargestellt, ausgewahlt mit den LS der Variablen
und den CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable. Deutlich ist der Unterschied
in den Klassifikationsraten zwischen der Auswahl der Variablen durch die LS und die
CLS zu erkennen. Die Klassifikationsraten liegen bei der Auswahl durch die LS deutlich
schlechter als bei der Wahl durch die CLS. Bei der Wahl der Variablen durch die CLS lie-

gen die Klassifikationsraten bei den Gewichtsfunktionen deutlich héher, welche die hohen
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Abbildung 31: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regressi-
onsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz bei fester Selektion von d’ = 10 Variablen der Daten
der Simulation 4, mit d = 250 und d = 500 Variablen im Originaldatensatz, anhand der:
(a),(b) Leverage Scores der Variablen, (c),(d) Cross Leverage Scores der Variablen mit

der abhéingigen Variable.

Werte mitberiicksichtigen, was sich mit einer steigenden Anzahl d an Gesamtvariablen
deutlich verbessert. Je mehr uninformative Variablen sich in den Datensétzen befinden,
umso besser wird die Wahl der Variablen durch die CLS der Variablen mit der abhédngigen
Variable, wenn nicht gegen die hohen Werte diskriminiert wird. Die Wahl der Variablen
anhand der mittleren bzw. niedrigen Werte ist entsprechend ungeeignet. Diese Erkennt-
nisse decken sich mit Abbildung [30] da die LS der wichtigen Einflussvariablen sich nicht
besonders gegeniiber den anderen Werten abheben (mit Ausnahme des SNPs Sg) und die
CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable nahezu nur sehr hohe Werte besitzen.
An der SRS ist zu erkennen, dass die zufillige Auswahl der Variablen nicht sinnvoll ist
und die Klassifikationsraten entsprechend sehr nahe bei dem Richtwert von 0,5 liegen.
Da die Klassifikationsraten bei der festen Auswahl eine relativ grofle Varianz besitzen,
scheint es vom entsprechenden Datensatz abhéngig zu sein, wie viele der wichtigen Ein-
flussvariablen sich unter den d’ = 10 der selektierten Variablen befinden. Offensichtlich ist
es jedoch méglich mithilfe der CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable wichtige
Einflussvariablen zu finden.

Eine Erhohung der zur Verfiigung stehenden Anzahl an Variablen d’ verbessert bei ei-
ner grofen Anzahl Variablen d im Datensatz, nur minimal die Klassifikationsrate, bei der
Wahl der Variablen durch die CLS mit der abh&ngigen Variable. Dafiir dauert es {iberpro-
portional ldnger die Modelle anzupassen. Auf eine gesonderte Darstellung der Boxplots

der Klassifikationsraten wird daher verzichtet. Das Anpassen der logischen Regressions-
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modelle ist zeitlich weniger von der Anzahl der Beobachtungen n abhéngig, als vielmehr
von der Anzahl der Variablen d. Auch bei der Wahl der Variablen anhand der LS fiihrt
die Erhohung der Anzahl der selektierter Variablen d’, nur zu minimalen Verbesserungen

der Klassifikationsraten und ist durch die Erhohung der Rechenzeit nicht zu rechtfertigen.

Tabelle 11: Mittleres Niveau der Klassifikationsraten in Prozent durch das Anpassen logi-
scher Regressionsmodelle nach dem logicF'S-Ansatz fiir die feste Auswahl von d’ Variablen
anhand der Cross Leverage Scores der Variablen mit der abhéngigen Variable fiir die Da-

ten der Simulation 4.

d| d| SRS fi o
250 | 51,49 || 79,34 || 82,00
1o | 300 | 50,37 | 87,30 | 88,04
400 | 50,39 || 89,20 || 89,10
500 | 50,26 || 89,11 || 89,03
250 | 57,02 || 82,98 || 86,14
5 | 300 | 53,65 | 89,07 || 89,31
400 | 58,07 || 89,21 || 89,10
500 | 50,61 || 89,63 || 89,41
250 | 57,86 || 85,75 || 87,57
300 | 53,48 || 89,81 || 89,68
01 400 58,97 | 89,33 || 89,11
500 | 51,68 || 89,81 || 89,44
250 | 57,04 || 88,13 || 88,53
4o | 300 | 5219 | 90,28 | 89,88
400 | 59,84 || 89,80 || 89,33
500 | 51,25 || 89,79 || 89,52
250 | 56,88 || 88,80 || 89,46
300 | 53,38 || 90,41 || 90,01
0 400 56,07 | 89,94 || 89,23
500 | 50,40 || 90,01 || 89,66

In Tabelle [11]ist das arithmetische Mittel der Klassifikationsraten bei fester Auswahl
von d’ Variablen anhand der CLS mit der abhéngigen Variable bzw. per Wahl durch die
SRS dargestellt. Die erste Spalte enthélt die Anzahl der gewéahlten Variablen d’, die zweite
Spalte die Anzahl der Gesamtvariablen d im Datensatz. Die restlichen Spalten enthalten
das mittlere Niveau der Klassifikationsraten bei fester Auswahl der Variablen anhand der
CLS der Variablen mit der abhingigen Variable durch die beiden Gewichtsfunktionen f;
und fo bzw. per SRS in Prozent. Es werden nur die Gewichtsfunktionen beriicksichtigt,
welche die hohen CLS mitberiicksichtigen, da andere Bereiche der CLS fiir die Wahl der
Variablen ungeeignet sind. Als erstes lédsst sich festhalten, dass die SRS fiir die Wahl

der Variablen absolut ungeeignet ist und das mittlere Niveau der Klassifikationsraten
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Tabelle 12: Anzahl der Datensétze der jeweils 100 Datensétze der Simulation 4, in denen
sich der entsprechende SNP S;, i = 1,...,6, in den d" = 10 niedrigsten bzw. hichsten
Leverage Scores der Variablen oder den Cross Leverage Scores der Variablen mit der

abhéngigen Variable wiederfinden lasst.

fo Is
SNP SNP

d| S Sy S3 Sy Ss Sg |l S1 So S3 Si Ss Se

250 4 2 1 6 9 0 0 0 9 0 0 99

LS 300 4 1 0 1 0 0 0 7 0 0 100
400 6 3 0 2 12 0 0 0 2 0 0 100

500 17 3 0 2 6 0 0 0 2 0 0 100

250 78 33 22 40 68 8 0 0 1 0 0 15

CLS 300 94 62 29 56 94 4 0 0 0 0 0 7
400 | 100 76 41 66 100 1 0 0 0 0 0 4

500 | 100 83 47 80 100 1 0 0 0 0 0 5

entsprechend sehr nahe an dem Richtwert von 50% liegt. Bei einer geringeren Anzahl
an Gesamtvariablen d liegt das mittlere Niveau leicht hoher, jedoch immer noch deutlich
unter dem mittleren Niveau der Gewichtsfunktionen. Der Unterschied im mittleren Niveau
zwischen der Gewichtung der CLS durch f; und fy ist verschwindend gering. Nur bei
d = 250 und einer geringeren Anzahl selektierter Variablen d’ liegt das mittlere Niveau
durch die Gewichtung mit fy leicht iiber dem durch f;. Auch léasst sich festhalten, dass
eine Erhohung von d nur bei d = 250 zu einer Verbesserung in den Klassifikationsraten
fithrt. In allen anderen Datensituationen ist das mittlere Niveau nahezu unveréndert. Da
eine Erhohung von d’ mit einer deutlichen Erhohung der Rechenzeit einhergeht, ist davon
abzuraten, eine zu grofie Anzahl d’ zu wihlen. Erneut zeigt sich, dass die LS bzw. in
diesem Fall die CLS in den Situationen besonders geeignet sind, wenn viele uninformative
Informationen in den Daten vorhanden sind, was in dieser Situation durch viele unwichtige
Variablen représentiert wird.

Da sich die wichtigen Einflussvariablen in den CLS der Variablen mit der abhédngigen
Variable wiederfinden lassen, ist es von Interesse, zu untersuchen, welche dieser Variablen
sich wie hdufig wiederfinden. Wie in Abbildung (b) zu erkennen ist, lassen sich die
meisten Variablen in den hohen Werten der CLS mit der abhéngigen Variable wiederfinden
bzw. im Falle von Sg in Abbildung (a) zu erkennen, in den niedrigen Werten der LS
der Variablen. Représentiert sind die hohen Werte durch die Gewichtsfunktion fy, da diese
Gewichtung dazu fiithrt, dass bei der festen Auswahl die Variablen mit den hochsten (C)LS
Werten selektiert werden. Umgekehrt ist die Gewichtsfunktion fs dafiir verantwortlich,
dass die Variablen mit den niedrigsten Werten selektiert werden.

In Tabelle sind die Haufigkeiten dargestellt, die sich der SNP S;, i = 1,...,6, in
den d’ = 10 niedrigsten oder hochsten LS der Variablen bzw. CLS der Variablen mit der

abhéngigen Variable in den jeweils 100 Datensétzen der Simulation 4 wiederfinden ldsst.
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Ein Eintrag in der Tabelle bedeutet, dass der entsprechende SNP sich diese Anzahl in
den 100 Datensétzen, in den entsprechenden (C)LS wiederfinden lésst. Da es sich um 100
Datensiitze insgesamt handelt, kann die Anzahl als Prozentzahl interpretiert werden. Die
Tabelle ist aufgeteilt nach den niedrigen und den hohen Bereichen der LS bzw. CLS mit
der abhéngigen Variable, reprasentiert durch die Gewichtsfunktionen fg bzw. fy. Die erste
Spalte enthélt die Information, ob es sich um die LS der Variablen oder die CLS der Va-
riablen mit der abhéngigen Variable handelt. Die zweite Spalte enthélt die Gesamtanzahl
der Variablen d im Datensatz. In den néchsten Spalten ist fiir jeden SNP aufgetragen,
wie hiufig sich dieser in den d = 10 niedrigsten bzw. hochsten LS oder CLS befindet.
Wie in Abbildung (a) ganz eindeutig zu erkennen, besitzt Sg den allerniedrigsten
LS Wert. Dies gilt fiir nahezu alle Datensétze der Simulation 4. Bei mindestens 90% aller
Datensétze besitzt diese Variable den niedrigsten LS-Wert und wie in Tabelle zu
erkennen, befindet sich diese Variable bei fast allen Datensdtzen unter den 10 Variablen
mit den niedrigsten LS-Wert. Weiter ist anzumerken, dass die restlichen Variablen sich
nur sehr selten mit den hochsten LS wiederfinden lassen und nahezu gar nicht mit den
niedrigen LS. Im starken Kontrast dazu lassen sich S; und S5 ab d = 300 bei fast allen
Datensétzen in den hohen CLS der Variablen mit der abhéingigen Variable wiederfinden.
Fiir die Variablen S, und Sj steigt die Anzahl mit steigendem d ebenfalls an und diese
Variablen lassen sich entsprechend bei einem Grofiteil der Datensétze in den hohen CLS
der Variablen mit der abhingigen Variable wiederfinden. Am schwersten ist die Variable
S3 zu finden und erst ab d = 500 befindet sich diese Variable bei etwas unter der Half-
te der Datensétze, unter den 10 Variablen mit den hoéchsten CLS der Variablen mit der
abhéngigen Variable. Dies erklédrt, warum die feste Auswahl der Variablen anhand der
hohen CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable zu so guten Klassifikationsraten
fithrt. Mit den beiden Variablen S; und S5 sind zwei der Untergruppen der Fille, mit
mindestens einer nach Konstruktion wichtigen Variable, in nahezu jeder Datensituation
vertreten. Dies fiihrt dazu, dass mindestens eine wichtige Variable fiir den Krankheits-
status dieser beiden Gruppen erkannt wird und die Klassifikation anhand dieser Variable
durchgefiihrt werden kann. Entsprechend werden die meisten Fiélle aus diesen Gruppen
richtig klassifiziert. Die Trager von L3 diirften der Grund dafiir sein, dass die Klassifika-
tionsraten im arithmetischen Mittel unter 100% liegen, da diese Untergruppe durch die
CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable nur sehr selten gefunden wird.

Die hohen CLS der Variablen mit der abhédngigen Variable sind auf jeden Fall dazu
geeignet, potentiell wichtige Einflussvariablen in den SNP-Daten zu identifizieren und
sollten in einer Variablenselektion unbedingt beriicksichtigt werden. Da sich die Variable
S¢ nahezu immer in den niedrigen LS wiederfindet, konnten sich Entscheidungsregeln der
Art konstruieren lassen, dass immer eine gewisse Anzahl der Variablen mit hohen CLS der
Variablen mit der abhéngigen Variable zu beriicksichtigen sind und eine gewisse Anzahl
Variablen mit niedrigen LS. Aus zeitlichen Griinden wird eine solche Analyse nicht mehr

durchgefiihrt und kann Bestandteil zukiinftiger Forschung sein.
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Abbildung 32: Darstellung der Leverage Scores der Bindrvariablen und Cross Leverage
Scores der Binérvariablen mit der abhéngigen Variable der 2d = 1000 Bin&rvariablen des
ersten Datensatzes der Simulation 4 mit d = 500 SNPs: (a) Leverage Scores der Binérva-
riablen, (b) Cross Leverage Scores der Binérvariablen mit der abhéngigen Variable. Die
Werte der nach Konstruktion fiir den Krankheitsstatus erkldrenden Bindrvariablen sind

farblich besonders hervorgehoben.

Anstatt die SNPs direkt mithilfe der (C)LS zu selektieren, ist es in diesem Fall moglich,
die bindrcodierten Variablen zur Variablenselektion heranzuziehen. In diesem Fall sind die
einflussgebenden Variablen nicht mehr die ersten sechs Variablen, sondern befinden sich
unter den ersten zwolf Bindrvariablen, wobei die Binédrvariablen X; und Xg nach Kon-
struktion keinen Einfluss besitzen (siche Gleichung (6)) bis (8)). Um die (C)LS auf diese
Weise zu bestimmen, werden die d SNPs vor der Vereinigung des Datensatzes mit den
transformierten Realisationen der abhingigen Variable in Bindrvariablen codiert (anstel-
le danach) und die Hat-Matrix H € R@HD>2+D) mit Hilfe dieser so entstandenen 2d
Binérvariablen bestimmt. In Abbildung sind die 2d = 1000 LS der Binédrvariablen
bzw. die CLS der Binérvariablen mit der abhéngigen Variable des ersten Datensatzes aus
Simulation 4 mit d = 500 SNPs dargestellt. Im Vergleich zu Abbildung [30|ist zu erken-
nen, dass sich die nach Konstruktion wichtigen Binérvariablen nicht in den Randbereichen
der LS der Bindrvariablen wiederfinden lassen und die Werte entsprechend sehr verteilt
im Zentrum der Werte liegen. Demgegeniiber ist in Abbildung (b) zu erkennen, dass
erneut viele der nach Konstruktion wichtigen Binédrvariablen einen hohen CLS-Wert mit
der abhéngigen Variable besitzen und vereinzelt (zu erkennen an der Binérvariable X7, )
einen niedrigen CLS-Wert mit der abhéingigen Variable.

Die Héufigkeit mit der sich jede Binérvariable X;, i = 1,2,3,5,6,7,9,10,11, in den

91



Tabelle 13: Anzahl der Datensétze der jeweils 100 Datensédtzen der Simulation 4, in de-
nen sich die entsprechende Binérvariable X;, i = 1,2,3,5,6,7,9,10, 11, in den 2d" = 20
niedrigsten bzw. hochsten Cross Leverage Scores der Bindrvariablen mit der abhédngigen

Variable wiederfinden lasst.

d | X1 Xo X3 X5 X X¢ X9 X0 Xuu Xio

250 | 50 100 69 73 1 65 53 100 0 93

300 | 66 100 75 75 0 72 59 100 0 92

fo 400 | 81 100 77 83 0 67 59 100 0 76
500 | 79 100 88 92 0 78 66 100 0 61

250 0 0 0 0 12 0 0 0 100 0

300 0 0 0 0 10 0 0 0 95 0

fs 400 0 0 0 0 10 0 0 0 90 0
500 0 0 0 0 6 0 0 0 78 0

2d' = 20 niedrigsten bzw. hochsten CLS der Binérvariablen mit der abhéngigen Variable
wiederfinden lésst, ist in Tabelle abgetragen. Da die Gesamtanzahl der Variablen
d sich verdoppelt, wird die Anzahl der betrachteten Variablen d’ ebenfalls verdoppelt.
Durch den Umstand, dass die LS der Binérvariablen zum Finden der nach Konstruktion
wichtigen Bindrvariablen ungeeignet sind, wird auf eine gesonderte Darstellung verzichtet.
Auffillig ist der Unterschied zu Tabelle [12] Die zu S korrespondierenden Binérvaria-
blen X;; und X7, finden sich nicht in den niedrigen LS der Bindrvariablen sondern in den
niedrigen bzw. hohen CLS der Binérvariablen mit der abhéngigen Variable. Interessant ist
festzuhalten, dass die beiden Binérvariablen Xg und X7; (und eigentlich auch Xi5) als ihr
Kompliment in den wahren Wechselwirkungen vertreten sind und diese beiden Bin&rva-
riablen sich eher in den niedrigen CLS der Bindrvariablen mit der abhéngigen Variable
finden. Es scheint so zu sein, dass die nach Konstruktion wichtigen Binérvariablen eine
hohe Hebelwirkung auf die abhéngige Variable besitzen, wohingegen die Komplemente
der Binarvariablen eine niedrige Hebelwirkung auf die abhéngige Variable besitzen. Ver-
gleichen mit Abbildung fallt auf, dass die Binérvariablen die in der Anpassung der
logischen Regressionsmodelle nach dem logicF'S-Ansatz mit den vollen Datensétzen am
héufigsten als einzelne Bin&rvariable gefunden werden, sich am héufigsten in den CLS
der Binérvariablen mit der abhéngigen Variable finden lassen: X5, X, chl und Xo,
wobei X7, mit steigender Anzahl an Gesamtvariablen d weniger haufig in den 2d’ = 20
hochsten CLS der Binérvariablen mit der abhéngigen Variable vertreten ist. Die iibrigen
Binérvariablen, die in erster Linie in Kombination mit anderen Bin&rvariablen gefunden
werden, treten ebenfalls seltener in den 2d’ = 20 hochsten CLS der Binédrvariablen mit der
abhiingigen Variable auf. Sehr interessant ist es, dass die Binirvariable Xg bzw. X§ weder
in den Modellen auf den gesamten Datensétzen unter den 15 héufigsten Wechselwirkun-
gen vertreten ist (vgl. Abbildung noch héufig in den hohen bzw. niedrigen CLS
der Bin&rvariablen mit der abhéingigen Variable. Fiir eine angestrebte Variablenselekti-

on sollten die CLS der Bin&rvariablen mit der abhéngigen Variable ebenfalls wenigstens
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Tabelle 14: Anzahl der Datensétze der jeweils 100 Datensétzen der Simulation 4, in denen
sich ein SNP S;, ¢ = 1,..,6, in den d’ = 10 niedrigsten bzw. hochsten Cross Leverage

Scores eines anderen SNPs S;, j = 1,...6, in den Daten wiederfinden lésst.

d = 250 d =500

S Sy S3 Sy S5 Se S Sy S3 Sy S5 Se

Sp | 100 54 25 0 1 15| 100 89 54 0 0 2

Sy | 51 100 17 1 0 6 89 100 21 0 0 1

Ss 18 10 100 2 1 12 55 26 100 0 0 1

o Sy 0 1 3 100 40 9 0 0 0 100 72 0
Ss 0 0 3 44 100 14 0 0 0 73 100 1

Se 7 2 6 5 7 100 6 3 1 4 10 100

S1 0 0 2 22 37 1 0 0 0 52 8 2

Sa 0 0 1 12 12 7 0 0 1 21 64 0

Ss 2 1 0 5 5 7 0 1 0 11 26 0

fs Sy 21 11 8 0 0 6 55 23 9 0 0 1
Ss | 36 15 6 0 0 8 8 63 27 0 0 1

Se 1 ) 4 4 3 0 7 2 4 4 4 0

mitberiicksichtigt werden, da sich in dieser Datensituation einige der nach Konstruktion
wichtigen Binédrvariablen bereits erkennen lassen.

Eine weitere interessante Fragestellung ist, ob sich eine Variable aus einer Wechsel-
wirkung eventuell in den CLS der anderen, an der selben Wechselwirkung beteiligten
Variablen erkennen lasst. Es lasst sich vermuten, dass die Variablen, die in einer Wechsel-
wirkung miteinander stehen, diese Beziehung durch ihre CLS ausdriicken. Sollte dies der
Fall sein, wéare es moglich, gezielt nach Wechselwirkungen in den CLS zu suchen.

In Tabelle [14]sind die Anzahl der Datensétze aufgetragen, in denen sich einer der nach
Konstruktion einflussreichen SNPs S;, i = 1, ..., 6, in den d’ = 10 niedrigsten oder héchsten
CLS eines anderen nach Konstruktion einflussreichen SNPs S;, j =1, ..., 6, wiederfinden
lasst. Getrennt ist die Tabelle nach der Anzahl Gesamtvariablen d = 250 und d = 500
um den Einfluss der steigenden Anzahl Gesamtvariablen d zu verdeutlichen. Die Spalten
stehen dafiir, dass es sich um die CLS des entsprechenden SNP handelt. In den Zeilen
steht die Anzahl der Datensétze in denen sich der entsprechende SNP in den d' = 10
hochsten oder niedrigsten CLS des SNPs, um dessen Spalte es sich handelt, finden lésst,
reprasentiert durch die Gewichtsfunktionen fy und fs. Dabei fillt auf, dass jeder SNP mit
sich selbst den héchsten CLS Wert besitzt und entsprechend in jedem der 100 Datensétze
der Simulation 4 in den hochsten CLS auftritt. Als zweites ist anzumerken, dass die
Anzahl nicht symmetrisch ist. Die SNPs die sich zusammen in einer Wechselwirkung
befinden, finden sich in erster Linie unter den d’ = 10 hochsten CLS. In den niedrigsten
CLS befinden sich in erster Linie SNPs anderer Wechselwirkungen. Mit einer steigenden
Anzahl Gesamtvariablen im Datensatz nimmt die Anzahl der Datensétze zu, in denen
sich die SNPs in den CLS der anderen an der selben Wechselwirkung beteiligten SNPs

wiederfinden lassen. Erneut zeigt sich, dass es einen Zugewinn an Information durch die
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CLS gibt, wenn viele uninformative Variablen in den Datensétzen vorliegen. Die stéarksten
Zusammenhénge besitzen jeweils die beiden Variablen S; und Sy aus der Wechselwirkung
Ly und die beiden Variablen S; und S5 aus der Wechselwirkung Ls. Bei d = 500 finden sich
diese Variablen bei einem Grofiteil der Datensétze in den CLS der jeweils anderen Variable.
Die Variable Sg findet sich nur sehr vereinzelt in den niedrigsten bzw. hochsten CLS einer
anderen Variable, interessanterweise 6fter bei weniger Gesamtvariablen. Eventuell ist es
zum Auffinden einer Einzelvariable von Vorteil, wenn es insgesamt weniger unwichtige
Informationen in den Datensétzen gibt.

In Tabelle im Anhang dieser Arbeit ist angelehnt an Tabelle die entspre-
chende Tabelle der Bindrvariablen dargestellt. Es zeigt sich, dass der Zusammenhang der
Binéarvariablen in Form der CLS teilweise stérker ist als bei den SNPs. Bereits bei d = 250
finden sich die Bindrvariablen X; und X5 bzw. Xg und X, bei fast jedem Datensatz unter
den 2d’ = 20 hochsten CLS der jeweils anderen Bindrvariable. Aus der Wechselwirkung
Ly, finden sich die Bindrvariablen X3 und X5 ebenfalls in relativ vielen der Datensétzen
in den hochsten CLS der Binarvariable X,. Auch in dieser Situation sind es die Binédrva-
riablen, die zu L3 bzw. L3, , korrespondieren, die nur wenig bzw. gar nicht in den hohen
oder niedrigen CLS der anderen Binérvariablen vertreten sind. Die Ausnahme dazu bildet
erneut die Bindrvariable X5, bei der X;; und X5 relativ haufig unter den 20 niedrigs-
ten oder hochsten CLS vertreten sind. Anders als bei den (C)LS-Werten der SNPs ist es
dabei jedoch nicht der Fall, dass das Komplement einer Binédrvariable sich in den niedri-
gen Werten der CLS findet, da die Binérvariable X;; bei der Anpassung der Modelle auf
den vollen Datensitzen immer durch das Komplement XS vertreten ist, sich in den CLS
der Bindrvariable X, jedoch unter den hohen Werten findet. Aufféllig ist noch, dass die
beiden Binédrvariablen X, und X sich bei fast allen Datensitzen unter den 2d’ = 20 nied-
rigsten CLS der jeweils anderen Binérvariable finden, obwohl diese aus unterschiedlichen
Wechselwirkungen stammen. Wie in Abbildung zu erkennen, wird die Bindrvariable
Xi0 zwar vermehrt in Kombination mit anderen Binérvariablen gefunden, jedoch nicht
mit X,. Diese beiden Binéarvariablen sind dafiir als einzelne Bin&drvariablen unter den
am héufigsten gefundenen Wechselwirkungen vertreten und besitzen mit am haufigsten
negative Werte in den Wichtigkeitsmafen.

Die nach Konstruktion wichtigen Variablen bzw. Bindrvariablen lassen sich teilweise
in den CLS der jeweils anderen Variablen wiederfinden. Wenn es vorher jedoch nicht be-
kannt ist welche Variablen einen Einfluss auf den Krankheitsstatus besitzen, gestaltet sich
die gezielte Suche nach den Variablen als sehr schwierig. Der Grund dafiir ist, dass viele
andere und uninformative Variablen ebenfalls hohe CLS mit den nach Konstruktion wich-
tigen SNPs besitzen und sich die wichtigen Variablen in ihren Werten nicht so eindeutig
hervorheben, wie es in den CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable der Fall ist.
Als Empfehlung kann nur gegeben werden, dass wenn ein SNP bekannt dafiir ist an dem
Auslosen einer Krankheit beteiligt zu sein, es potentiell von Vorteil ist, die anderen SNPs

mit hohen CLS Werten genauer zu betrachten.
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Im néchsten Unterkapitel geht es um die HapMap-Daten, bei denen ebenfalls Variablen
mit Hilfe der (C)LS selektiert werden sollen.

5.3.2 Auswertung der HapMap-Daten

Als letzter und am hochsten dimensionierter Datensatz liegt ein Teil der HapMap-Daten
vor (siehe Kapitel [4.1)). Von Interesse ist, ob sich wichtige Variablen ebenfalls durch
die (C)LS selektieren lassen. Bei den HapMap-Daten ist es unmdoglich auf dem gesamten

Datensatz den logicFS-Ansatz anzuwenden.
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Abbildung 33: Darstellung der Leverage Scores der Variablen bzw. Cross Leverage Scores
der Variablen mit der abhéngigen Variable des HapMap-Datensatzes: (a) Leverage Scores

der Variablen, (b) Cross Leverage Scores der Variablen mit der abhéingigen Variable.

In Abbildung (a) sind die LS der Variablen und in Abbildung (b) die
CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable der HapMap-Daten dargestellt. Die Hat-
Matrix bzw. entsprechend die (C)LS werden wie bei Simulation 4 bestimmt (siche Kapitel
. Als rote horizontale Linie sind jeweils das 0,25-, das 0,5- und das 0,75-Quantil der
Werte dargestellt. Das Zentrum der Werte der CLS der Variablen mit der abhéngigen
Variable ist relativ stark geballt. Es gibt jedoch einige Werte, die stark nach unten bzw.
oben abweichen. Bei den LS der Variablen ist das Zentrum der Werte viel breiter, trotzdem
gibt es einige Variablen mit sehr hohen LS-Werten und sehr viele Variablen mit LS-Werten
nahe an 0.

Aus diesem Datensatz sollen nun ebenfalls Variablen mithilfe der (C)LS entnommen

werden. Um die Klassifikationsraten bestimmen zu kénnen, werden die n = 120 Beobach-
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tungen zu Beginn zufillig in gleichgrofle Lern- und Testdaten eingeteilt, mit der selben
Anzahl von Féllen und Kontrollen. Die Klassifikation erfolgt nun nicht mehr in die Ka-
tegorien krank und gesund, sondern in die ethnische Zugehorigkeit der entsprechenden
Beobachtung (vgl. Kapitel . Dabei wird die ethnische Zugehorigkeit zu den Eu-
ropdern mit 1 codiert und die ethnische Zugehorigkeit zu den westafrikanischen Yoruba
mit 0. Es werden zufillig jeweils 30 der Européder und 30 der Yoruba in die Lern- bzw.
Teststichprobe aufgenommen.

Die in Abbildung dargestellten (C)LS werden mit den Gewichtsfunktionen fi,
fe, fs, fo und fio gewichtet und eine Anzahl d' € {10, 20, 30, 40,50} von Variablen fest
anhand der nach der Gewichtung am hochsten entstandenen Werte entnommen. Diese
Variablen werden verwendet, um die logischen Regressionsmodelle nach dem logicFS-
Ansatz anzupassen und die Beobachtungen der Teststichprobe zu klassifizieren. Diese
Klassifikation wird mit der wahren ethnischen Zugehorigkeit der Beobachtung verglichen
und so entstehen erneut die Klassifikationsraten k.

Es zeigt sich, dass es sehr einfach ist, bei den HapMap-Daten eine Klassifikation durch-
zufithren. Bereits d’ = 10 der Variablen sind genug, um bei der festen Auswahl der Va-
riablen anhand der CLS mit der abhingigen Variable eine Klassifikationsrate von 100%
zu erreichen. Dabei spielt es keine Rolle, ob die niedrigen, hohen oder eine Kombinati-
on der beiden Bereiche der CLS durch die Gewichtsfunktionen fg, fo und f; verwendet
werden. Nur gegen diese Bereiche zu diskriminieren (mit den Gewichtsfunktionen fg und
f10) fithrt zu Klassifikationsraten von nahezu 50%. Sogar bei der Auswahl der Variablen
durch die SRS ergibt sich im arithmetischem Mittel ein Wert der Klassifikationsraten von
85,77%. Dabei wird die Ziehung der Variablen per SRS 100-mal. Da es bei einer komplett
zufilligen Auswahl von d’ = 10 Variablen schon moglich ist, so hohe Klassifikationsraten
zu erzielen, lasst sich vermuten, dass viele der SNPs in dem Datensatz den Unterschied
zwischen der ethnischen Zugehérigkeit erkldren. Jedoch ist es durch die Gewichtung der
CLS mit der abhéngigen Variable moglich, gezielt SNPs zu entnehmen, die diesen Un-
terschied mit einer festen Sicherheit erkléren. Interessanterweise sind es bei Wahl von
d’ = 10 Variablen anhand der LS der Variablen, die Gewichtsfunktionen fs und fiq die
zu einer Klassifikationsrate von 100% fithren. Dahingegen liegt die Klassifikationsrate bei
der Wahl der Variablen durch fy bei 68,33%, bei der Wahl durch f; bei 55% und mit der
Wahl durch fg ist keine Klassifikation moglich, da die durch diese Gewichtung selektierten
SNPs nicht alle Auspragungen besitzen. Es scheint somit der Fall zu sein, dass bei einem
so hochdimensionierten Datensatz die LS der Variablen und die CLS der Variablen mit
der abhéngigen Variable sich kontrar bei der Wahl der Variablen verhalten.

Eine Erhohung der selektierten Variablen d’ fithrt bei der Wahl der Variablen per SRS
zu einer Verbesserung der Klassifikationsraten. Mit d' = 50 liegt die Klassifikationsrate
im arithmetischen Mittel bei 94,67% bei 100 wiederholten Ziehungen. Bei den anderen
Gewichtungen fiihrt eine Erhohung der Anzahl der Variablen d’ in der Stichprobe erneut

nicht zu einer Verbesserung der Klassifikationsraten.
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Tabelle 15: Die d = 10 SNPs der HapMap-Daten, die durch die Gewichtsfunktionen f,
fs und fy anhand der festen Auswahl der Variablen durch die Cross Leverage Scores
der Variablen mit der abhéngigen Variable selektiert werden. Diejenigen SNPs, die durch

mehr als eine Gewichtsfunktion selektiert werden, sind besonders hervorgehoben.

Sl SQ 53 S4 S5
f1 | rs6670842 1rs311992 rs6814827 rsl1485768 rs7752055
fs | rs6670842 rs13420968 rs809039 rs10504132 1rs7833862
fo | rs3767067  1s619228 rs311992  rs10805068 rs6814827
Se S7 Ss Sy S10
f1 | rs368297  rs10868791 rs1373013 rs2370893 rs9909962
fs | rs368297  rsl10868791 1rs9534610 rs1373013 rs2370893
fo | rs1485768 rs7752055  rs2034510  rs9909962 1s2833795

In Tabelle sind die d = 10 SNPs der HapMap-Daten dargestellt, die durch die
feste Auswahl der Variablen durch die CLS der Variablen mit der abhéngigen Variable
durch die Gewichtung der Gewichtsfunktionen fi, fs und fy selektiert werden. Diejenigen
SNPs, die durch mehr als eine Gewichtsfunktion selektiert werden, sind besonders hervor-
gehoben. Deutlich ist zu erkennen, dass es viele Uberschneidungen zwischen der Selektion
durch f; und den anderen beiden Gewichtsfunktionen gibt. Anhand dieser SNPs lésst
sich eine Klassifikationsrate von 100% erreichen und der genetische Unterschied zwischen
den beiden Populationen erkldren. AbschlieBend zu dem Fall n < d wird im néchsten

Unterkapitel ein Fazit gezogen.

5.3.3 Fazit zu dem Fall n < d

In diesem zweiten groflen Fall bei SNP-Datensétzen zeigen sich vor allem die CLS der
Variablen mit der abhéngigen Variable als sehr niitzlich. Der Einfluss der nach Konstruk-
tion wichtigen Variablen ist sehr deutlich in den CLS der Variablen mit der abhéngigen
Variable zu erkennen und kann dabei helfen, wichtige Einflussvariablen zu selektieren. Je
mehr uninformative Variablen in den Datensétzen vorliegen, umso stérker lassen sich die
relevanten Informationen erkennen. Anders als bei der Selektion von Beobachtungen ist
es in diesem Fall nur sinnvoll, die Variablen fest anhand der CLS der Variablen mit der
abhéngigen Variable zu wéhlen. Es zeigt sich, dass die CLS erneut dabei helfen aus un-
informativen Informationen in den Daten die wichtigen herauszufiltern. Sogar bei einem
so hochdimensionierten Datensatz wie den HapMap-Daten ist es mit Hilfe der CLS der
Variablen mit der abhéngigen Variable méglich, mit nur einem Bruchteil der Gesamtvaria-
blen jede Beobachtungen korrekt zu klassifizieren. In dem Kontext der Variablenselektion
bei SNP-Daten sollten die hohen CLS der Variablen mit der abhédngigen Variable auf
jeden Fall beriicksichtigt werden, da diese potentiell sehr deutlich auf wichtige Einfluss-
variablen hindeuten. Weiter ist es potentiell moglich in den niedrigen LS der Variablen,

einflussreiche Einzelvariablen zu finden.

97



6 Zusammenfassung und Ausblick

Eine Aufgabe der Statistik im Kontext genetischer Daten ist es, dabei zu helfen nach
Auslosern von Krankheiten zu suchen. Datensétze sogenannter genomweiter Assoziati-
onsstudien oder Datensitze wie die HapMap-Daten enthalten SNP-Daten von enormem
Umfang. Auch andere Datenséitze nehmen schnell sehr groe Umféange an. Forschungsge-
genstand ist es, diese Datensétze zu reduzieren und besser handhabbar zu machen. Dabei
gibt es zwei Félle zu beriicksichtigen. Einmal gibt es mindestens so viele Beobachtungen
wie Variablen und als Zweites gibt es mehr Variablen als Beobachtungen.

In der Informatik gibt es im Kontext von Regressionsverfahren den Ansatz anstelle
der Betrachtung des gesamten Datensatzes, gezielt Beobachtungen anhand der Leverage
Scores zu entnehmen und die Modelle an eine Stichprobe der Daten anzupassen. In dieser
Arbeit werden die Leverage Scores dazu verwendet, Stichproben aus SNP-Datensétze
zu entnehmen. In einer Simulationsstudie werden mit Hilfe der logischen Regression nach
potentiellen Wechselwirkungen fiir das Auslésen des Krankheitsstatus gesucht und anhand
der Klassifikationsraten der Modelle die Giite der Stichprobenauswahl bewertet. In einem
zweiten Fall werden anhand der Leverage bzw. der Cross Leverage Scores Variablen aus
den SNP-Datensétzen selektiert.

Bei der Auswahl der Beobachtungen durch die Leverage Scores gibt es in jeder Datensi-
tuation eine Gewichtung der Leverage Scores, die dazu fiihrt, dass die resultierenden Klas-
sifikationsraten wenigstens nicht schlechter und in vielen Datensituationen sogar besser
sind, im Vergleich dazu jede Beobachtung mit einer gleichen Auswahlwahrscheinlichkeit
in die Stichprobe aufzunehmen. Bei besonders kleinen Stichprobenumfiangen sind es die
niedrigen Leverage Scores und bei gréfleren Stichprobenumféngen und vielen Variablen in
den Datensétzen sind es die hohen Leverage Scores, die besonders fiir die Wahl der Beob-
achtungen geeignet sind. Wenn es in den Daten Fille gibt deren Krankheitsstatus nicht
durch die genetischen Einfliisse erklért sind, eignen sich die hohen und niedrigen Leverage
Scores fiir die Wahl der Beobachtungen. Weiter konnen die Leverage Scores dabei helfen,
Untergruppen in der Gruppe der Erkrankten zu finden und deren genetische Einfliisse auf
den Krankheitsstatus besser zu finden.

Fiir die Selektion der Variablen sind es vor allem die Cross Leverage Scores der Varia-
blen mit der abhéngigen Variable, die dazu geeignet sind, die wichtigen Einflussvariablen
zu selektieren. Viele der wichtigen Einflussvariablen besitzen eine hohe Hebelwirkung auf
die abhéngige Variable und lassen sich dementsprechend potentiell in diesen Werten wie-
derfinden. Dies fithrt dazu, dass eine gute Anpassung der Modelle mit nur einem Bruchteil
der Gesamtvariablen moglich ist. Bei den HapMap-Daten sind 10 der insgesamt 7648 SNPs
ausgewahlt durch die Cross Leverage Scores der Variablen mit der abhéngigen Variable
bereits genug, um Modelle anzupassen, die eine hundertprozentige Richtigklassifikation
durchfiihren.

Im Rahmen der Arbeit ergeben sich einige interessante Ansatzpunkte fiir zukiinfti-

ge Forschung. Die zwei groflen Félle, die bei SNP-Datenséitzen auftreten kénnen, sorgen
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dafiir, dass sich diese Ansétze an unterschiedlichen Stellen ergeben. In dem Fall, dass
es mehr Beobachtungen als Variablen gibt wire es weiterfithrend interessant zu unter-
suchen, wie sich die Wahl durch die Leverage Scores verhilt, wenn es sehr viele nicht
durch genetische Einfliisse erkliarte Félle in sehr hochdimensionierten Datensétzen gibt.
In diesem Rahmen wire es von besonderem Interesse zu untersuchen, ob die Leverage
Scores in dieser Situation ebenfalls dabei helfen, gezielter Untergruppen aufzufinden. Die
Leverage Scores konnen ebenfalls dabei Helfen, Ausreifler in den Daten zu identifizieren
(vgl. Hoaglin und Welsch, 1978). Daher bleibt noch die Fragestellung zu kliaren (vor allem
bei der Wahl der Beobachtung anhand der hohen Leverage Scores), ob es bei SNP-Daten
entsprechende Ausreifler gibt und ob diese Ausreiler sich potentiell negativ auf die An-
passung der Modelle auswirken. Weiter sollte in diesem Kontext untersucht werden, was
passiert, wenn die SNPs sehr unsauber bzw. falsch gemessen werden und wie sich dies auf
die Wahl anhand der Leverage Scores und auf die angepassten Modelle auswirkt.

In dem Fall, dass mehr Variablen als Beobachtungen vorliegen, ergeben sich einige
weitere Ansatzpunkte. Grundsétzlich sollte ein alternatives Variablenselektionsverfahren
herangezogen werden, um dieses zum Vergleich zu nutzen, anstelle der einfache Zufalls-
auswahl. Mogliche Verfahren sind etwa der Random Forest (vgl. Breiman 2001) oder die
sogenannte Spike-and-Slab-Variablenselektion (vgl. Ishwaran und Rao 2005). In diesem
Kontext sollten die Wechselwirkungen untersucht werden, die sich bei der Auswahl der
Variablen durch die logische Regression ergeben. Als zweiter Ansatzpunkt kann die Se-
lektion der Variablen durch die Cross Leverage Scores der Variablen mit der abhéingigen
Variable genauer betrachtet werden, wenn sehr viele Beobachtungen vorliegen, die den
Krankheitsstatus nicht durch die genetischen Einfliisse erkléart haben. Da die wichtigen
Einflussvariablen sich teilweise sehr deutlich in den Cross Leverage Scores der Varia-
blen mit der abhéingigen Variable wiederfinden lassen, ist es von besonderem Interesse,
wie nicht erkléarte Falle sich darauf auswirken. Weiter kann noch untersucht werden, ob
Einzelvariablen bei SNP-Daten generell sehr niedrige Leverage Scores besitzen und ob
es daher sinnvoll ist, bei einer moglichen Variablenselektion eine Kombination niedri-
ger Leverage Scores und hoher Cross Levereage Scores mit der abhédngigen Variable zu
beriicksichtigen. Als letzter Ansatzpunkt kann das 1000 Genomes Projekt herangezogen
werden. Als Nachfolgeprojekt zu dem HapMap-Projekt konnen potentiell die Leverage
Scores dieser SNP-Daten untersucht werden und damit verglichen werden, ob es sich bei

den selektierten SNPs um bereits bekannte wichtige Einfliisse handelt.
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Abbildung A1l: Boxplots der Klassifikationsraten durch wiederholte Anpassung logischer
Regressionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 10% der Daten aus Simulation 1 bei

zufalliger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.
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Abbildung A2: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regres-
sionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 10% der Daten aus Simulation 1 bei fester

Auswahl der Beobachtungen anhand der Leverage Scores.
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Abbildung A3: Boxplots der Klassifikationsraten durch wiederholte Anpassung logischer
Regressionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 15% der Daten aus Simulation 1 bei

zufalliger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.
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Abbildung A4: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regres-
sionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 15% der Daten aus Simulation 1 bei fester

Auswahl der Beobachtungen anhand der Leverage Scores.
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zufalliger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.

Klassifikationsrate

Klassifikationsrate

00 02 04 06 08 1.0

00 02 04 06 08 1.0

d=10
B s 5

T T == =
| s I ‘ | 8

SRS f fs fg fy

SRS f fs fg fy

Gewichtsfunktion

Klassifikationsrate

Klassifikationsrate

00 02 04 06 08 1.0

00 02 04 06 08 1.0

Klassifikationsrate

00 02 04 06 08 1.0

d=20
e == — - g —
T v 5= " 7
. E
T
SRS f fs fg fy f1o0

Gewichtsfunktion

— SRS
Prozentsatz: 25%

Auswahl: fest
Simulation: 1

SRS

Gewichtsfunktion
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Abbildung A10: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regres-
sionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 10% der Daten aus Simulation 2 bei fester

Auswahl der Beobachtungen anhand der Leverage Scores.
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Abbildung A11: Boxplots der Klassifikationsraten durch wiederholte Anpassung logischer

Regressionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 15% der Daten aus Simulation 2 bei

zufalliger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.
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Abbildung A12: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regres-

sionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 15% der Daten aus Simulation 2 bei fester

Auswahl der Beobachtungen anhand der Leverage Scores.
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Abbildung A13: Boxplots der Klassifikationsraten durch wiederholte Anpassung logischer
Regressionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 20% der Daten aus Simulation 2 bei

zufalliger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.

d=10 d=20 d=30
o _ o _ o _
- - -
o) — — o) — o) o -
T @ A —t— T @ _ o 0 R R e ey ——— 9 : -
5 © T e I I = n ° B e s © e
S o | i S o | | o S ol T &8 @ ¥ —/ 3
s§s84 ° <+ 1 L =1 s 8 : i s b ¢ :
g <] g <] g <]
N N N
g s g s g s
o | o J o J
° T T T T T ] ° T T T T T ] ° T T T T T ]
SRS f1 fe fg fo f10 SRS f1 fe fg fo f10 SRS f1 fe fg fo f10
Gewichtsfunktion Gewichtsfunktion Gewichtsfunktion
(d) (e)
d=40 d=50
o _ o _
- -
g = g = ==
:g =] ‘g °© SRS
© ©
% = % = ‘ Prozentsatz: 20%
£ 3 £ 3 Auswahl: fest
7 73 . .
g o 4 o Simulation: 2
-— o —_— o
¥ ¥
o J o J
e T T T T T ] e T T T T T ]
SRS f1 fe fg fo f10 SRS f1 fe fg fo f10
Gewichtsfunktion Gewichtsfunktion

Abbildung A14: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regres-
sionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 20% der Daten aus Simulation 2 bei fester

Auswahl der Beobachtungen anhand der Leverage Scores.
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Abbildung A15: Boxplots der Klassifikationsraten durch wiederholte Anpassung logischer
Regressionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 25% der Daten aus Simulation 2 bei

zufalliger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.
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Abbildung A16: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regres-
sionsmodelle mit dem logicFS-Ansatz auf 25% der Daten aus Simulation 2 bei fester

Auswahl der Beobachtungen anhand der Leverage Scores.
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Abbildung A17: Boxplots der Klassifikationsraten durch wiederholte Anpassung logischer

Regressionsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz auf 2% der Daten aus Simulation 3 bei zufilli-

ger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.
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Abbildung A18: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regressi-
onsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz auf 2% der Daten aus Simulation 3 bei fester Auswahl

der Beobachtungen anhand der Leverage Scores.
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Abbildung A19: Boxplots der Klassifikationsraten durch wiederholte Anpassung logischer

Regressionsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz auf 3% der Daten aus Simulation 3 bei zufilli-

ger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.
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Abbildung A20: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regressi-

onsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz auf 3% der Daten aus Simulation 3 bei fester Auswahl

der Beobachtungen anhand der Leverage Scores.
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Abbildung A21: Boxplots der Klassifikationsraten durch wiederholte Anpassung logischer
Regressionsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz auf 4% der Daten aus Simulation 3 bei zufilli-

ger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.
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Abbildung A22: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regressi-
onsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz auf 4% der Daten aus Simulation 3 bei fester Auswahl

der Beobachtungen anhand der Leverage Scores.
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Abbildung A23: Boxplots der Klassifikationsraten durch wiederholte Anpassung logischer
Regressionsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz auf 5% der Daten aus Simulation 3 bei zufilli-

ger Auswahl der Beobachtungen proportional zu den Leverage Scores.
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Abbildung A24: Boxplots der Klassifikationsraten durch das Anpassen logischer Regressi-
onsmodelle mit dem logicF'S-Ansatz auf 5% der Daten aus Simulation 3 bei fester Auswahl

der Beobachtungen anhand der Leverage Scores.
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B Tabellen

Tabelle B1: Anzahl der Datensétze der jeweils 100 Datenséitze der Simulation 4, in de-
nen sich eine Binérvariable X;, ¢ = 1,2,3,5,6,7,9,10,11,12, in den 2d' = 20 nied-
rigsten bzw. hochsten Cross Leverage Scores einer anderen Bindrvariable X, j
1,2,3,5,6,7,9,10,11,12, in den Daten wiederfinden léasst.

X1 Xo X3 X5 Xe X7z Xo Xio X1 Xi2
X, 100 99 16 14 1 2 0 10 1
X2 99 100 73 60 0 0 0 75 0
X3 16 70 100 13 0 1 0 0 24 0
X5 13 60 13 100 52 0 0 0 16 0
Xe 1 0 0 70 99 4 1 4 0 3
fo X7 1 0 1 0 3 100 8 44 11 0
X9 2 0 0 0 0 8 100 100 11 0
X10 0 0 0 0 3 48 100 100 82 0
X11 22 85 30 32 0 22 21 87 100 18
d = 250 X129 1 0 0 0 2 0 1 0 35 100
X, 0 0 1 0 4 7 4 25 0 8
X2 0 0 0 0 14 44 32 99 0 69
X3 1 0 0 0 5 10 3 38 0 13
X5 0 0 0 0 0 15 9 40 0 11
Xe 9 14 7 0 0 1 1 0 2 0
fs X7 4 43 11 14 0 0 1 0 0 16
X9 4 30 3 7 0 3 0 0 0 7
X10 29 98 43 45 0 0 0 0 0 62
X11 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0
X2 17 81 28 26 0 28 14 86 0 0
X3 100 100 31 35 0 0 0 0 1 0
Xa 100 100 82 88 0 0 0 0 40 0
X3 25 77 100 34 0 0 0 0 0 0
X5 34 80 35 100 25 0 1 0 4 0
Xe 0 0 66 99 2 3 2 0 0
fo X7 0 0 0 0 1 100 25 49 3 0
Xo 0 0 0 0 25 100 100 1 0
X10 0 0 0 0 1 66 100 100 32 0
X11 23 78 31 32 0 20 17 64 100 0
X129 0 0 0 0 0 0 0 0 0 100
d = 500
X3 0 0 0 0 0 17 10 45 0 2
Xo 0 0 0 0 3 65 61 100 0 34
X3 0 0 0 0 1 15 11 62 0 1
X5 0 0 0 0 0 18 18 63 0 1
X6 4 4 8 0 0 0 0 0 1 0
Bl x| 15 a9 13 17 0o o o0 0 0 0
Xo 9 47 10 16 0 0 0 0 0 0
X10 58 99 74 70 0 0 0 0 0 21
X11 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
X129 23 83 24 31 0 17 14 73 0 0
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